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Quadcopter dilengkapi dengan sensor redundan sebagai jaminan untuk 
keteramatan dan keterkendaliannya. Tapi, ketika quadcopter mengalami kegagalan 
multi-sensor sekaligus, kemampuan pengendalian dan pengamatan quadcopter 
akan memburuk. Penelitian ini menganalisis tetapnya keteramatan dan 
keterkendalian quadcopter di bawah kegagalan sensor yang parah. Diasumsikan 
bahwa semua sensor rotor berada dalam kondisi gagal, oleh karena itu quadcopter 
bergantung pada sensor Inertial Measurement Unit (IMU) dan Global Positioning 
System (GPS) (receiver). Tujuannya adalah menemukan kombinasi kegagalan 
sensor IMU-GPS yang membuat quadcopter masih sepenuhnya atau sebagian dapat 
diamati dan dikendalikan. Untuk tujuan ini, dinamika quadcopter dimodelkan 
sebagai sistem kaskade dari dinamika rotor quadcopter dan dinamika badan 
quadcopter, yang dikombinasikan untuk membentuk model augmentasi dinamika 
quadcopter. Namun, kemampuan pengamatan dan pengendalian loop tertutup 
bergantung pada sensor yang masih berfungsi. Algoritma untuk menentukan sinyal 
input untuk kontrol loop tertutup di bawah beberapa skenario kegagalan sensor 
diturunkan. Algoritma ini divalidasi menggunakan simulasi. 
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Quadcopters are equipped with redundant sensors as an assurance for their 
observability and controllability. However, when they experienced multi sensor 
faults at once, their controllability and observability will be deteriorated. This study 
analyzes perseverance of observability and controllability of quadcopters under 
severe sensor faults. It is assumed that all rotor sensors are in fault conditions hence 
quadcopters rely on Inertial Measurement Unit (IMU) and Global Positioning 
System (GPS) sensors (receiver). The interests are in finding the combinations of 
IMU-GPS sensor faults that make quadcopters are still fully or are partially 
observable and controllable. For this purpose, quadcopter dynamics is modelled as 
a cascade of quadcopter rotor dynamics and quadcopter body dynamics, which are 
combined to form an augmented model of quadcopters dynamics. Their 
observability and closed loop controllability, however, depend on which sensor(s) 
is still functioning. Algorithms for determining the input signals for closed loop 
controllability under several sensor faults scenarios are derived. These algorithms 
are validated using simulations. 
 
 


































Alhamdulillahirabbil’aalamiin, rasa syukur tak terkira penulis panjatkan 
kehadirat Allah SWT yang telah meniupkan roh pada jasad penulis, skenario 
kehidupan yang memukau, serta nikmat untuk bisa mensyukuri. Sholawat serta 
salam tetap tercurahkan pada junjungan kita Nabi Muhammad SAW yang telah 
membukakan cahaya langit juga untuk keluarga dan sahabat-sahabat nabi. 
 Dalam proses pembuatan Tesis ini, penulis mendapat bantuan dan 
dukungan dari berbagai pihak. Untuk itu penulis mengucapkan terima kasih kepada: 
1. Dr. Tri Arief Sardjono, S.T., M.T selaku Dekan Fakultas Teknologi Elektro-
ITS. 
2. Dr. Eng. Ardyono Priyadi, S.T., M.Eng. selaku Kepala Departemen Teknik 
Elektro-ITS 
3. Prof. Ir. Abdullah Alkaff, M.Sc. Ph.D.dan Ir. Rusdhianto Effendi A.K., M.T. 
sebagai dosen pembimbing Tesis atas segala kesabarannya dan 
kesungguhannya dalam membimbing serta perhatian yang telah diberikan 
kepada penulis. Tanpa beliau-beliau penulisan tesis ini sangat mungkin untuk 
tidak selesai 
4. Prof. Dr. Ir. Achmad Jazidie, M.Eng dan Dr. Trihastuti Agustinah, S.T. M.T. 
selaku dosen penguji. 
5. Bapak dan Ibu dosen serta seluruh staff Tata Usaha dan Laboratorium Jurusan 
Teknik Elektro-ITS. 
6. Keluarga besar Abd. Rosyid dan Maizahro di Bangkalan 
7. Keluarga besar Agus Rifa’i A. dan Sumiyati di Banjarnegara 
8. Istri tercinta Imroatul Hudati  
Penulis menyadari bahwa selama masa penelitian dan penyusunan laporan 
Tesis ini masih banyak kekurangan. Untuk itu, semua kritik dan saran selalu 
diterima untuk perbaikan. 
 

























LEMBAR PENGESAHAN ................................................................................... iii 
PERNYATAAN KEASLIAN TESIS ..................................................................... v 
ABSTRAK ............................................................................................................ vii 
ABSTRACT ........................................................................................................... ix 
KATA PENGANTAR ........................................................................................... xi 
DAFTAR ISI ........................................................................................................ xiii 
DAFTAR GAMBAR .......................................................................................... xvii 
DAFTAR TABEL ................................................................................................ xix 
BAB 1 PENDAHULUAN ...................................................................................... 1 
 Latar Belakang .......................................................................................... 1 
 Rumusan Masalah ..................................................................................... 3 
 Tujuan ....................................................................................................... 3 
 Batasan Masalah ....................................................................................... 3 
 Kontribusi ................................................................................................. 4 
 Metodologi Penelitian ............................................................................... 4 
BAB 2 KAJIAN PUSTAKA ................................................................................... 7 
 Kajian Penelitian Terkait .......................................................................... 7 
 Reconfigurable control of an UAV against sensor/actuator failures 
[22] ..................................................................................................... 7 
 Dynamic Sensor Allocation Framework for Fault Tolerant Flight 
Control [23] ........................................................................................ 9 
 Use of Observers for The Inversion of Nonlinear Maps [28] .......... 12 
 Teori Dasar.............................................................................................. 14 
 Brushless DC (BLDC) Motor [29] .................................................. 14 
 Model Dinamika Quacopter [15] ..................................................... 16 
 Keterkendalian dan Keteramatan [1, 7] ........................................... 18 
 Sistem kaskade [8] ........................................................................... 21 




 Diferensial Vektor [24] .................................................................... 22 
 Singular Value Decomposition [30] dan Pseudoinverse [26] .......... 23 
 Innertial Measurement Unit (IMU) [31] .......................................... 24 
 Global Positioning System (GPS) [31] ............................................ 27 
 Observer [32] .................................................................................... 28 
BAB 3 PERANCANGAN ANALISIS SISTEM QUADCOPTER ...................... 29 
 Struktur dan Model Konseptual Sistem Pengendalian Quadcopter ........ 30 
 Quadcopter ....................................................................................... 30 
 Sensor ............................................................................................... 37 
 Data Acquisition Board (DAB) dan Embedded Computer (EC) ..... 38 
 Pengatur Kecepatan Rotor (PKR) .................................................... 40 
 Kegagalan Komponen Sensor ................................................................. 41 
 Analisis Keteramatan Quadcopter ........................................................... 43 
 Observer .................................................................................................. 46 
 Diagram Blok Toleransi Kegagalan Sistem Pengendalian Quadcopter .. 46 
 Analisis Keterkendalian Quadcopter Loop Tertutup............................... 46 
BAB 4 PERAN IMU PADA KETERAMATAN DAN KETERKENDALIAN 
SISTEM QUADCOPTER ..................................................................................... 49 
 Peran Sensor IMU ................................................................................... 49 
 Analisis Keteramatan ....................................................................... 49 
 Observer Quadcopter ........................................................................ 52 
 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup ........................................... 53 
 Algoritma Penerapan Peran Sensor IMU ......................................... 55 
 Peran Sensor Gyro ................................................................................... 56 
 Analisis Keteramatan ....................................................................... 56 
 Observer Quadcopter ........................................................................ 57 
 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup ........................................... 58 
 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro ......................................... 58 
 Peran Sensor Accelero............................................................................. 59 
 Analisis Keteramatan ....................................................................... 59 
 Observer Quadcopter ........................................................................ 63 
 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup ........................................... 64 
xv 
 
 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro ........................................ 67 
BAB 5 PERAN GPS PADA KETERAMATAN DAN KETERKENDALIAN 
SISTEM QUADCOPTER ..................................................................................... 69 
 Peran GPS-receiver ................................................................................. 69 
 Analisis Keteramatan ....................................................................... 69 
 Observer Quadcopter ....................................................................... 71 
 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup ........................................... 71 
 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro ........................................ 72 
BAB 6 VALIDASI ................................................................................................ 73 
 Validasi Hasil analisis peran sensor IMU ............................................... 73 
 Peran IMU Sempurna dan Sensor Gyro .......................................... 73 
 Peran Sensor Sccelero ...................................................................... 75 
 Validasi Hasil analisis peran sensor GPS ............................................... 77 
BAB 7 KESIMPULAN ......................................................................................... 81 
DAFTAR PUSTAKA ........................................................................................... 83 
LAMPIRAN .......................................................................................................... 89 




























Gambar 2.1 Hasil estimasi sudut roll menggunakan OKF regular ketika sensor roll 
mengalami kegagalan .......................................................................... 8 
Gambar 2.2 Hasil estimasi sudut roll menggunakan OKF rekonfigurasi ketika 
sensor roll mengalami kegagalan ........................................................ 9 
Gambar 2.3 Konfigurasi ulang skema kegagalan ................................................. 11 
Gambar 2.4 Hasil Simulasi konfigurasi ulang kontroler ....................................... 11 
Gambar 2.5 Inertial Frame dan Body Frame dari Quadcopter ............................. 16 
Gambar 2.6 Struktur GPS ..................................................................................... 27 
Gambar 2.7 Struktur observer dalam sistem umpan balik .................................... 28 
Gambar 3.1 Letak dan output dari blok sensor ..................................................... 38 
Gambar 3.2 Fungsi dan letak DAB dan EC dalam sistem .................................... 39 
Gambar 3.3 Blok diagram PKR ............................................................................ 41 
Gambar 3.4 Variasi kegagalan sensor (a) IMU sehat dan GPS-receiver gagal (b) 
Gyro sehat, accelero dan GPS-receiver gagal (c) Accelero sehat, gyro 
dan GPS-receiver gagal (d) GPS-receiver sehat dan IMU gagal ...... 42 
Gambar 3.5 Struktur blok observer pada sistem ................................................... 45 
Gambar 3.6 Diagram blok toleransi kegagalan sistem pengendalian quadcopter 45 
Gambar 4.1 Blok diagram observer pada peran sensor IMU ................................ 53 
Gambar 4.2 Blok diagram observer pada peran sensor gyro ................................ 58 
Gambar 4.3 Blok diagram observer pada peran sensor accelero .......................... 64 
Gambar 5.1 Blok diagram observer pada peran GPS-receiver ............................. 71 
Gambar 6.1 Respon sudut euler untuk IMU sempurna atau sensor gyro.............. 75 
Gambar 6.2 Hasil perhitungan state rotor ............................................................. 75 
Gambar 6.3 Respons sudut Euler untuk sensor accelero ...................................... 76 
Gambar 6.4 Hasil perhitungan state rotor ............................................................. 77 
Gambar 6.5 Respons sudut Euler quadcopter ketika GPS-receiver ...................... 78 


































Tabel 2.1 Notasi untuk representasi Jordan .......................................................... 20 
Tabel 3.1. Variasi kegagalan sensor ...................................................................... 42 
Tabel 6.1 Parameter simulasi quadcopter ............................................................. 73 
Tabel 6.2 Parameter uji simulasi IMU sempurna dan sensor gyro ....................... 74 
Tabel 6.3 Parameter uji simulasi sensor accelero ................................................. 76 





















































1.1  Latar Belakang 
Keterkendalian dan keteramatan adalah dua aspek penting dalam sistem 
otonom seperti quadcopter. Ada banyak metode yang ditetapkan untuk 
menganalisis dua kriteria desain ini. Analisis keterkendalian dan keteramatan untuk 
sistem linier adalah area yang telah lama dikembangkan dan menjadi bahan standar 
dalam banyak buku teks sistem linear klasik seperti [1]. Analisis keterkendalian 
dari sistem nonlinear diperkenalkan pada [2] dan dikembangkan lebih lanjut dalam 
[3] dengan memasukkan keteramatan menjadi bagian dalam pertimbangan analisis. 
Analisis keterkendalian dan keteramatan untuk sistem kaskade dapat ditemukan di 
[4, 5, 6, 7, 8], termasuk di dalamnya memuat kondisi untuk ketidakteramatan sistem 
kaskade. Analisis ini dikembangkan lebih lanjut untuk desain kendali umpan balik. 
Namun, sebagai sistem otonom, quadcopter sangat bergantung pada 
kesehatan komponennya. Dalam kondisi sempurna, yaitu ketika semua komponen 
quadcopter berfungsi dengan benar, quadcopter dapat diamati dan dapat 
dikendalikan karena telah dipastikan selama proses desain. Ketika beberapa 
komponen gagal, quadcopter yang tidak sempurna dapat dengan mudah menjadi 
tidak dapat diamati atau tidak dapat dikendalikan. Pengaruh kegagalan komponen 
terhadap keterkendalian dan keteramatan quadcopter yang menarik untuk dipelajari 
adalah kegagalan rotor atau kegagalan sensor, sementara kegagalan kontroler 
terlalu jelas untuk dianalisis maka bukan merupakan topik penelitian yang menarik. 
Masalah yang menarik para peneliti untuk mempelajari quadcopter yang tidak 
sempurna biasanya adalah ketika rotor mengalami kegagalan, seperti Lanzon dkk. 
[9, 10], Du dkk. [11], Saied dkk. [12, 13], Mueller dan Raffaello [14]. Mereka 
mengusulkan banyak cara mempertahankan pengendalian quadcopter ketika 
mengalami kegagalan rotor. 
Sebaliknya, quadcopter yang mengalami kegagalan sensor tidak mendapat 
banyak perhatian dari para peneliti. Sensor pada quadcopter berfungsi sebagai 
pengamat state untuk mengetahui kondisi internal atau sistem internal [10]. Ada 
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beberapa sensor di quadcopter, di masing-masing rotor dan di badan quadcopter. 
Karena quadcopter memiliki empat rotor, maka diperlukan empat sensor rotor, satu 
untuk setiap rotor, sedangkan badan utama quadcopter itu sendiri umumnya 
dilengkapi dengan satu IMU dan satu GPS-receiver [15]. Kegagalan sensor lebih 
rumit karena tidak hanya mempengaruhi keteramatan tetapi juga keterkendalian 
loop tertutup dari quadcopter. Tidak adanya informasi dari state-state quadcopter 
yang seharusnya disediakan oleh sensor akan membuat tidak mungkin bagi 
kontroler untuk menentukan tindakan kontroler yang diperlukan untuk 
mempertahankan atau mengubah state-state quadcopter sesuai yang diinginkan. 
Seperti pembahasan pada [16] tentang keterkendalian loop tertutup. 
Studi teoritis penjagaan keteramatan pada sistem dinamis di bawah 
kegagalan sensor secara menyeluruh diberikan dalam [17]. Sensor diklasifikasikan 
sebagai sensor kritis dan non-kritis, dengan kesalahan sensor kritis menyebabkan 
hilangnya keteramatan sistem dinamis yang diberikan. Analis keteramatan sistem 
yang dapat diamati sebagian diberikan pada [18]. Sedangkan pada [19, 20, 21] 
Peran sensor berlebihan dimanfaatkan dalam mendesain sistem kontroler, yaitu 
sistem dilengkapi dengan tiga sensor yang independen satu sama lain. Kebutuhan 
untuk konfigurasi ulang algoritma kontroler karena kegagalan sensor dalam UAV 
diusulkan dalam [22], sementara di [23] alokasi sensor dinamis diusulkan. Metode 
yang diusulkan termasuk penggunaan matriks pseudoinverse [24, 25, 26, 27], untuk 
menyelesaikan sistem persamaan matriks yang melibatkan matriks singular. 
Sedangkan metode kontroler bobot pseudoinverse diberikan dalam [11], metode 
tersebut digunakan untuk mengalokasikan input kontroler ke setiap rotor. Metode 
ini akan digunakan untuk menemukan cara menjaga keteramatan dan 
keterkendalian loop tertutup dari quadcopter yang mengalami kegagalan sensor. 
Mempertimbangkan lingkungan penerbangan quadcopter tidak pasti, masalah ini 
menjadi penting dan menarik. Studi teoritis keterkendalian ketika quadcopter dalam 
kondisi informasi yang tidak sempurna atau keteramatan sebagian dari quadcopter 
adalah suatu keharusan. Masalah ini menjadi semakin menantang ketika masing-
masing dinamika rotor quadcopter juga dipertimbangkan, berbeda dengan asumsi 
umum bahwa dinamika rotor diabaikan. 
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Dalam studi ini, diasumsikan bahwa semua sensor rotor telah gagal, maka 
quadcopter bergantung pada IMU dan GPS-receiver. Dalam kondisi ini, informasi 
tentang state badan quadcopter yang disediakan oleh IMU / GPS harus digunakan 
untuk menentukan state rotor. Oleh karena itu, pendekatan yang diambil dalam 
penelitian ini adalah dengan menganalisis keteramatan dan keterkendalian loop 
tertutup quadcopter yang mengalami beberapa jenis kegagalan sensor dengan 
memasukkan dinamika rotor quadcopter ke dalam pertimbangan. Bersama dengan 
dinamika badan quadcopter, kedua dinamika tersebut membentuk model kaskade 
untuk dinamika quadcopter yang kemudian dapat dikombinasikan untuk 
menciptakan dinamika quadcopter yang diaugmentasi. Model augmentasi ini akan 
digunakan sebagai dasar untuk analisis. Ketetapan keteramatan dan keteramatan 
loop tertutup dari rotor ditunjukkan untuk beberapa jenis kegagalan sensor, 
demikian juga kontroler loop tertutup mereka. Diasumsikan bahwa sensor 
memberikan pengukuran yang bebas noise, maka hanya analisis deterministik yang 
diperlukan.  
1.2 Rumusan Masalah 
Permasalahan yang dibahas adalah menganalisis keterkendalian dan 
keteramatan dari sistem augmentasi quadcopter berdasarkan informasi yang tidak 
sempurna atau terjadinya kegagalan sensor. 
 
1.3 Tujuan 
Tujuan dari tesis ini adalah mendapatkan kondisi keterkendalian dan 
keteramatan dari sistem augmentasi quadcopter berdasarkan informasi yang tidak 
sempurna.  
 
1.4 Batasan Masalah 
Beberapa batasan masalah pada penelitian ini adalah sebagai berikut 
• Tipe UAV adalah rotary-wing dengan empat aktuator, quadcopter 
• Quadcopter berada dalam kondisi hover 
• Komponen yang gagal adalah sensor 
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• Sensor yang digunakan adalah IMU dan GPS-receiver dan tidak terdapat 
noise  
• Kegagalan terdeteksi dan terdiagnosis secara sempurna 
• Frekuensi GPS adalah sama dengan Frekuensi IMU 
 
1.5 Kontribusi 
Dalam usulan Tesis ini yang menjadi kontribusi adalah menganalisis dan 
mendapatkan kondisi keteramatan dan keterkendalian loop tertutup dari sistem 
quadcopter yang memasukkan dinamika rotor ke dalam dinamika sistem, serta 
algoritma untuk mengestimasi state-state badan quadcopter yang tersedia begitu 
juga untuk state-state dari rotor.  
 
1.6 Metodologi Penelitian 
Metodologi yang akan digunakan dalam pengerjaan Tesis ini sebagai 
berikut 
1. Studi Literatur 
Hal – hal yang akan dipelajari untuk mendukung pengerjaan Tesis 
adalah keterkendalian dan keteramatan suatu sistem nonlinear yang 
terhubung secara riam, invers dari matriks singular dan nonsingular, 
teori kontroler.  
2. Pemodelan Sistem 
Pemodelan dilakukan dengan menggunakan pendekatan hukum 
kirchoff untuk dinamika rotor serta Newton-Euler untuk 
menurunkan dinamika dari quadcopter, baik dinamika translasi 
maupun rotasi. 
3. Analisis Sistem  
Analisis sistem yang dilakukan pada analisis keteramatan dan 
keterkendalian loop tertutup, dari quadcopter yang mengalami 





Simulasi dilakukan untuk memvalidasi analisis dan algoritma yang 
dihasilkan. 
5. Penulisan dan Penyusunan Buku Tesis 
Penyusunan buku Tesis yang terdiri dari pendahuluan, kajian 
pustaka, teori penunjang, struktur sistem, analisis dan estimasi, 





































2.1 Kajian Penelitian Terkait 
Subbab ini dimuat kajian penelitian tentang hasil penelitian-penelitian 
sebelumnya terkait dengan kegagalan komponen, skema kendali toleransi 
kegagalan, keteramatan serta keterkendalian.  
2.1.1 Reconfigurable Control of An UAV Against Sensor/Actuator Failures 
[22] 
Sistem kendali penerbangan yang toleran terhadap kegagalan 
sensor/aktuator untuk kendaraan udara tak berawak (UAV) diusulkan. Dalam kasus 
kegagalan sensor, sensor yang salah diisolasi, dan filter Kalman (KF) yang 
mengabaikan umpan balik dari sensor yang salah, dibangun. Jika kegagalan 
merupakan kegagalan aktuator, isolasi dan identifikasi kegagalan aktuator 
dilakukan. Untuk tujuan ini kerugian parsial dan kegagalan yang terjadi di aktuator 
diisolasi dan diidentifikasi oleh KF dua tahap. Parameter pengontrol umpan balik 
disetel oleh prosedur rekonfigurasi (konfigurasi ulang) kontroler. Dalam simulasi, 
dinamika longitudinal dan lateral model UAV dipertimbangkan, dan kontroler 
penerbangan yang dapat dikonfigurasi ulang terhadap kegagalan sensor/aktuator 
diimplementasikan.  
Ketika sensor mengalami kegagalan, pendekatan Optimum Kalman Filter 
(OKF) digunakan untuk mengakomodasi kesalahan. Untuk kasus ini, pengukuran 
yang salah diabaikan yang mana penting untuk mengonfigurasi algoritma filter 
karena perubahan yang terjadi karena kegagalan sensor tersebut. Asumsikan bahwa 
kanal pengukuran ke i mengalami kegagalan. Sehingga kanal pengukuran ke-i 
diabaikan dan algoritma filter dikonfigurasi seperti berikut 
Vektor pengukuran oleh UAV diberikan oleh 
 𝒚𝑘 = 𝑯𝑘𝒙𝑘 + 𝒗𝑘 
(2.1) 










= [𝑦𝑘(1), 𝑦𝑘(2), … , 𝑦𝑘(𝑖 − 1), 𝑦𝑘(𝑖 + 1), … , 𝑦𝑘(𝑠 − 2), 𝑦𝑘(𝑠 − 1)]
𝑇 
(2.3) 
adalah vektor pengukuran konfigurasi ulang dimensi (𝑠 − 𝐼), 𝒗𝑘
𝑟𝑒𝑐 adalah vektor 
noise rekonfigurasi dimensi (𝑠 − 𝐼). 𝑯𝑘
𝑟𝑒𝑐 adalah vektor noise rekonfigurasi 
dimensi (𝑠 − 𝐼) × 𝑛. Elemen-elemen matriks 𝑯𝑘
𝑟𝑒𝑐(𝑗, 𝑗), 𝑗 = 1, 𝑠 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  bisa 
ditentukan sebagai 
 𝑯𝑘
𝑟𝑒𝑐(𝑗, 𝑗) = 1, ∀𝑗 < 𝑖 
𝑯𝑘
𝑟𝑒𝑐(𝑗, 𝑗) = 1, ∀𝑗 ≥ 𝑖 
(2.4) 
Sedangkan elemen-elemen selain dari (2.4) adalah sama dengan nol. Kovarians 









Hasil dari OKF reguler dan OKF konfigurasi ulang diberikan oleh Gambar 2.1 dan 
Gambar 2.2 
 





Gambar 2.2 Hasil estimasi sudut roll menggunakan OKF rekonfigurasi ketika 
sensor roll mengalami kegagalan 
Seperti yang dapat dilihat pada Gambar 2.1 dan Gambar 2.2, OKF 
rekonfigurasi memberikan estimasi yang lebih unggul dari OKF regular, walaupun 
terdapat kegagalan pada pengukuran sudut roll. 
Hasil simulasi menunjukkan bahwa metode yang diajukan mampu 
mengatasi kegagalan pengukuran pada state tertentu, kegagalan ini dengan asumsi 
bahwa sensor masih berfungsi dan mengukur state tersebut ditambah dengan 
kegagalan, sedangkan kegagalan sensor sepenuhnya belum dipertimbangkan pada 
penelitian ini. 
2.1.2 Dynamic Sensor Allocation Framework for Fault Tolerant Flight 
Control [23] 
Makalah ini mengusulkan metode baru untuk alokasi sensor berdasarkan 
kontroler kegagalan toleran. Toleransi kegagalan dicapai dengan mengombinasikan 
secara optimal sumber sensor yang sehat dengan tetap mempertahankan baseline 
dari kontroler. Pendekatan yang diusulkan termasuk ke dalam kerangka kontroler 
toleran kegagalan hierarkis, dengan kegagalan sensor tertentu ditangani oleh 
alokasi tingkat yang lebih rendah sementara kegagalan yang lebih parah ditangani 
oleh konfigurasi ulang kontroler, dengan unit supervisor yang menentukan di awal 
level konfigurasi sebuah kegagalan. 
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Sistem yang dikendalikan dalah LTI dengan transfer fungsi dinotasikan 
sebagai 𝑃(𝑠), dengan input 𝑢 dan hasil pengukuran output 𝒚. Yang mana hasil 
pengukuran tersebut dipecah menjadi dua bagian 𝒚𝐾 dan 𝒚𝑅, 




dan diukur oleh sensor LTI dinotasikan oleh 𝑆𝑘(𝑠) ∈ ℛℋ∞ dan 𝑆𝑅(𝑠) ∈ ℛℋ∞. 
Aktuator sistem adalah LTI, 𝑆𝐴(𝑠) dan 𝐾(𝑠) merupakan kontroler yang dirancang 
sehingga sistem augmentasi 
 ?̅?(𝑠) = 𝑆𝐾(𝑠)𝑃(𝑠)𝑆𝐴(𝑠) 
(2.7) 
adalah stabil dan memenuhi performa yang diinginkan. Sensor 𝑆𝐾(𝑠) adalah sensor 
utama yang digunakan oleh sistem, dan 𝑆𝑅(𝑠) digunakan sebagai pengganti 𝑆𝐾(𝑠) 
ketika mengalami kegagalan. Hubungan dari hasil kedua sensor tersebut diberikan 
oleh persamaan berikut 
 𝒚𝐾 = 𝑼𝑦𝑅 
(2.8) 
dengan 𝑼 adalah matriks yang cocok dan memetakan 𝑦𝑅 terhadap 𝒚𝐾. Jika 𝑆𝐾(𝑠)𝒚𝐾 
dan 𝑆𝑅(𝑠)𝒚𝑅 dinotasikan oleh 𝒚𝐾
𝑚 dan 𝒚𝑅
𝑚 dan 𝑆𝐾(𝑠) mempunyai inverse yang 











Ketika sensor 𝑆𝐾(𝑠) sehat, hasil pengukuran ini diproyeksikan sebagai 
input untuk 𝐾(𝑠) melalui matriks 𝑽 = [𝑰 𝟎], (𝒚𝐾
𝑚 = 𝑽𝒚𝑚). Realokasi sensor 
yang diajukan oleh makalah adalah tanpa mengubah baseline dari kontroler, yang 





−1] = 𝟎. (2.10) 
Persamaan ini bisa diterapkan ketika sensor yang rusak diketahui kemudian 
diisolasi sehingga hasil pengukuran yang digunakan berganti pada hasil dari 𝑆𝑅(𝑠). 
Tugas ini bisa diterapkan dengan memilih 𝑅(𝑠) ∈ ℛℋ∞ sehingga menyadari 
bahwa sensor yang gagal mengirimkan sinyal 0. Rekonfigurasi skema dari sistem 
secara keseluruhan diberikan oleh Gambar 2.3. Hasil dari simulasi diberikan oleh 
Gambar 2.4 Simulasi dilakukan dengan tiga tahap: yang pertama adalah ketika tidak 
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ada kegagalan sensor yang terjadi. Dalam kasus kedua adalah ketika sensor 
mengalami kegagalan dan tidak ada konfigurasi ulang sensor yang digunakan.  
 𝑉 + ?̅?(𝑠) = 𝑉 + 𝑉 + 𝑅(𝑠)𝐸(𝑠) (2.11) 
Sedangkan simulasi ketiga adalah ketika sensor mengalami kegagalan dan prosedur 
akomodasi kegagalan yang diusulkan aktif. Walaupun terdapat waktu perpindahan, 
simulasi yang ketiga menunjukkan bahwa performa dari informasi sensor hampir 
sama dengan kasus pertama, artinya bahwa kegagalan yang terjadi pada sensor 
tidak berpengaruh pada performa dari kontroler. 
 
Gambar 2.3 Konfigurasi ulang skema kegagalan 
 
Gambar 2.4 Hasil Simulasi konfigurasi ulang kontroler 
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2.1.3 Use of Observers for The Inversion of Nonlinear Maps [28] 
Pada naskah ini, ada tiga permasalahan map inversion yang berhasil 
didefinisikan, dengan penyelesaian untuk dua permasalahan tersebut adalah melalui 
desain observer. 
Untuk mendefinisikan ketiga permasalahan tersebut, diperkenalkan 
terlebih dulu direct map yaitu hubungan antara vektor state, x, dan vektor output, 
y, seperti berikut 
 𝒚 = 𝒉(𝒙) (2.12) 
Direct map juga bisa digunakan untuk mendapatkan hubungan antara 
vektor x dan turunannya sampai dengan order ke i. Dengan vektor y dan turunannya 






































































Persamaan ini disebut extended map of order i, matriks jakobi dari 




















Berikut pendefinisian tiga permasalahan tersebut 
Permasalahan 1: (inversion of extended map). Diberikan sebuah reference 
extended output, 𝒚𝑒,𝑟(𝑡), 𝒚𝑒,𝑟 ∈ 𝐶([0,∞), ℬ𝑐), temukan inverse reference 
extended state, 𝒙𝑒,𝑟(𝑡), 𝑥𝑒,𝑟 ∈ 𝐶([0,∞), 𝒜𝑐), sehingga 




Permasalahan 2: (asymptotic inversion of extended map). Diberikan sebuah 
reference extended output, 𝒚𝑒,𝑟(𝑡), 𝒚𝑒,𝑟 ∈ 𝐶([0,∞), ℬ𝑐), dengan ̃ adalah 
konstanta positif, temukan asymptotic inverse reference extended state, 
?̂?𝑒,𝑟(𝑡), 𝒙𝑒,𝑟 ∈ 𝐶([0,∞), 𝒜𝑐), sehingga sehingga 
 lim
𝑡→∞
‖?̃?𝑒,𝑟(𝑡)‖ = 0 (2.17) 
dengan ?̃?𝑒,𝑟(𝑡) ∶= 𝒚𝑒,𝑟(𝑡) − ?̂?𝑒,𝑟(𝑡) dan ?̂?𝑒,𝑟 ∶= 𝒉𝑒(?̂?𝑒,𝑟) 
Permasalahan 3: (practical inversion of extended map). Diberikan sebuah 
reference extended output, 𝒚𝑒,𝑟(𝑡), 𝒚𝑒,𝑟 ∈ 𝐶([0,∞), ℬ𝑐), dengan ̃ adalah 
konstanta positif, temukan one-parameter family dari practical inversion dari 
extended state, {?̂?𝑣,𝑒,𝑟(𝑡)}𝑣>0, ?̂?𝑣,𝑒,𝑟
(𝑡) ∈ 𝐶([0,∞), 𝒜𝑐), ∀𝑣 > 0, sehingga , ∀ >
0, ∃𝜂, tergantung pada , membuat 𝑣 = 𝜂, didapatkan  
 ‖?̃?𝜂,𝑒,𝑟(𝑡)‖ ≤ , ∀𝑡 ≥ 𝑡𝜀 
(2.18) 
dengan 
 ?̃?𝜂,𝑒,𝑟(𝑡) ∶= 𝒚𝑒,𝑟(𝑡) − ?̂?𝜂,𝑒,𝑟(𝑡) 
?̂?𝜂,𝑒,𝑟 ∶= 𝒉𝑒(?̂?𝜂,𝑒,𝑟) 
𝑡𝜀 ≥ 0 
(2.19) 
Prosedur penyelesaian dari permasalahan-permasalahan tersebut diberikan 
sebagai berikut 
Solusi dari permasalahan 1 didapatkan dari menyelesaikan persamaan 
time-varying berikut 
 ?̇?𝑒,𝑟 = 𝚽𝑒(𝒙𝑒,𝑟 , 𝑡) 
(2.20) 
diinisialisasi pada 𝒙𝑒,𝑟(0) = 𝒉𝑒
−1 (𝒚𝑒,𝑟(0)), dengan 































Solusi dari persamaan permasalahan 2 dan 3 bisa didapatkan dengan 
mengamati vektor state dari nonlinear sistem yang diberikan menggunakan 
pengukuran 𝒚𝑒,𝑟 = 𝒉𝑒(𝑥𝑒,𝑟) sehingga 
14 
 
Eror estimasi dari vektor state menuju ke nol seiring waktu meningkat, 
pada permasalahan 2 
 Eror estimasi dari vektor state menuju bisa dibuat kecil, setelah waktu 
instan tertentu, pada permasalahan 3 
Solusi dari kedua permasalahan ini bisa dipandang sebagai observer 
memiliki struktur sebagai berikut 
 𝜇?̇̂?𝜇,𝑒,𝑟 = 𝑲𝑒(?̂?𝜇,𝑒,𝑟) (𝒚𝑒,𝑟 − 𝒉𝒆(?̂?𝜇,𝑒,𝑟)) 
(2.22) 
dengan 𝜇 > 0, dinamika dari eror ?̃?𝜂,𝑒,𝑟 = 𝒉𝑒(𝑥𝑒,𝑟) − 𝒉𝑒(?̂?𝜇,𝑒,𝑟) diberikan oleh 
𝜇?̇̃?𝜇,𝑒,𝑟 = −𝑱𝑒(𝒙𝜇,𝑒,𝑟)𝑲𝑒(?̂?𝜇,𝑒,𝑟)?̃?𝜂,𝑒,𝑟 + (𝒚𝑒,𝑟 − 𝒉𝑒(?̂?𝜇,𝑒,𝑟))
+ 𝜇𝑱𝑒(𝒙𝑒,𝑟)𝝓𝑒(𝒙𝑒,𝑟 , 𝑡) 
(2.23) 
2.2 Teori Dasar 
Subbab ini dimuat dasar teori terkait sistem yang diteliti, umpan balik, 
keterkendalian dan keteramatan, observer dan sensor. 
2.2.1 Brushless DC (BLDC) Motor [29] 
Motor BLDC merupakan jenis motor dari hasil pengembangan motor DC 
yang menggunakan sikat komutator. Dibandingkan dengan motor DC, BLDC 
memiliki kelebihan yaitu efisiensi tinggi, umur yang relatif panjang, konsumsi 
energi lebih rendah, perawatan lebih mudah dan tidak menimbulkan noise elektrik 
Seperti halnya motor pada umumnya, konstruksi motor BLDC terdiri dari 
dua bagian utama yaitu stator dan rotor. Konstruksi dasar sebuah stator yang 
memiliki kumparan tiga fasa, jumlah kumparan dibuat untuk memiliki riak torsi 
yang lebih kecil. Pada setiap kumparan stator masing-masing memiliki tiga unsur 
yang terhubung seri Gambar 2.14, yaitu induktansi (L), resistansi (R), dan gaya 
gerak listrik kembali (back emf). Menunjukkan konfigurasi kumparan stator. 
Pada bagian rotor, terdiri atas susunan magnet permanen. Jika 
dibandingkan dengan motor DC komutator, rotor BLDCM lebih ringan karena tidak 
terdapat kumparan seperti pada motor DC komutator. Gambar 2.3 menunjukkan 
kumparan stator dan rotor BLDCM 
Persamaan matematis tegangan BLDCM untuk masing-masing fasa U-V-






























𝑢𝑈, 𝑢𝑉 , 𝑢𝑊 : tegangan kumparan stator setiap fasa 
𝑖𝑈, 𝑢𝑉, 𝑢𝑊 : arus kumparan stator setiap fasa 
𝑒𝑈, 𝑒𝑉, 𝑒𝑊 : back EMF Setiap fasa 
𝑅  : resistansi motor 
𝐿  : induktansi motor 
𝑀  : mutual induktansi ketiga kumparan 






(𝑒𝑈. 𝑖𝑈 + 𝑒𝑉 . 𝑖𝑉 + 𝑒𝑊. 𝑖𝑊) 
(2.25) 
Putaran yang dihasilkan oleh motor BLDC diberikan pada Persamaan 
 𝑇𝑒 − 𝑇𝐿 − 𝐵𝜔 = 𝐽(𝑑𝜔 𝑑𝑡⁄ ) 
(2.26) 
dengan, 
𝑇𝑒 : torsi motor 
𝑇𝐿 : torsi beban 
𝐵 : Koefisien damping 
𝜔 : kecepatan angular motor 
𝐽 : momen inersia motor 
Karena cepatnya rangkaian elektro motor pada pengaturan torsi, dinamika 





𝑇𝑟 → 𝜔𝑠𝑇𝑒 + 𝜔 = 𝐾𝑇𝑟 
(2.27) 











𝑇𝑟  : Torsi reference 
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2.2.2 Model Dinamika Quacopter [15] 
 
Gambar 2.5 Inertial Frame dan Body Frame dari Quadcopter 
Struktur dari quadcopter dipresentasikan oleh gambar 2.4, termasuk 
kecepatan sudutnya, torsi dan gaya yang diakibatkan oleh 4 rotornya. Posisi linear 
absolut dari quadcopter didefinisikan pada inertial frame, notasikan sebagai 𝑅𝑖, 
oleh 𝝃, attitude. Posisi angular di definisikan pada inertial frame dengan tiga sudut 
Euler, 𝜼. Sudut Pitch 𝜃 menentukan rotasi quadcopter di sekitar sumbu-y, Sudut 












Origin pada body frame adalah pusat massa dari quadcopter. Pada body 











Matriks rotasi dari body frame ke inertial frame diberikan oleh 
 
𝑹 = [
𝐶𝜓𝐶𝜃 𝐶𝜓𝑆𝜃𝑆𝜙 − 𝑆𝜓𝐶𝜙 𝐶𝜓𝑆𝜃𝐶𝜙 + 𝑆𝜓𝑆𝜙
𝑆𝜓𝐶𝜃 𝑆𝜓𝑆𝜃𝑆𝜙 + 𝐶𝜓𝐶𝜙 𝑆𝜓𝑆𝜃𝐶𝜙 − 𝐶𝜓𝑆𝜙
−𝑆𝜃 𝐶𝜃𝑆𝜙 𝐶𝜃𝐶𝜙
] (2.31) 
dengan 𝑆𝑥 = sin 𝑥 dan 𝐶𝑥 = cos 𝑥. Matrik rotasi 𝑹adalah orthogonal sehingga  
𝑹−1 = 𝑹𝑇 yang mana adalah matrik rotasi dari inertial frame ke body frame. 
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Quadcopter diasumsikan mempunyai struktur yang simetris dengan empat 
lengan sejajar dengan sumbu-x dan  sumbu-y. Oleh karena itu, matriks inersia 







Kecepatan sudut rotor i, dinotasikan sebagai 𝜔𝑖, menghasilkan gaya 𝑓𝑖. 
Kecepatan sudut dan percepatan rotor juga menghasilkan torsi 𝜏𝑀𝑖 disekitar sumbu 
rotor 
 𝑓𝑖 = 𝐾𝑑𝜔𝑖
2, 𝜏𝑀𝑖 = 𝑏𝜔𝑖
2 + 𝐼𝑀?̇? 
(2.33) 
dengan 𝐾𝑑 adalah konstanta angkat atau dorong dan 𝑏 adalah konstanta drag, 
inersia rotor adalah 𝑰𝑀. Biasanya efek dari ?̇? sangat kecil sehingga diabaikan. 
Kombinasi gaya dari rotor menghasilkan dorongan 𝑇 pada arah sumbu-z 








































dengan 𝑙 adalah jarak antara rotor dan pusat massa quadcopter. Gerakan roll 
didapatkan dengan mengurangi kecepatan rotor ke-2 dan menaikkan kecepatan 
rotor ke-4. Sama halnya, gerakan pitch didapatkan dengan mengurangi kecepatan 
rotor ke-1 dan menaikkan  kecepatan rotor ke-3. Gerakan yaw didapatkan dengan 
meningkatkan kecepatan sudut kecepatan dari rotor yang berlawanan dan 
mengurangi kecepatan dua rotor yang lain. 
Dengan mengasumsikan bahwa quadcopter adalah rigid body, persamaan 
Newton-Euler bisa digunakan untuk menggambarkan dinamikanya. Pada body 
frame, gaya yang dibutuhkan untuk percepatan massa 𝑚?̇?𝐵 dan gaya sentrifugal 
𝒗 × 𝑚?̇?𝐵 adalah sama dengan gravity 𝑹
𝑇𝑮dan trust total dari rotor-rotor 𝑻𝐵. 
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 𝑚?̇?𝐵 + 𝒗 × 𝑚?̇?𝐵 = 𝑹
𝑇𝑮 + 𝑻𝐵 
(2.36) 
Pada inertial frame, gaya sentrifugal dihilangkan. Sehingga, hanya gaya 
gravitasi dan arah dari dorong yang berpengaruh pada percepatan quadcopter. 



















Pada body frame, percepatan sudut dari inersia 𝑰?̇?, gaya sentripetal 
𝒗 × (𝑰𝒗) dan gyroscopic force 𝚪adalah sama dengan torsi luar 𝝉. 
 𝑰?̇? + 𝒗 × (𝑰𝒗) + 𝚪 = 𝛕 













































































dengan 𝜔Γ = 𝜔1 − 𝜔2 + 𝜔3 − 𝜔4. Percepatan sudut pada inertial frame 
diambil dari percepatan di body frame dengan menggunakan matriks transformasi 
𝑾𝜂


















 0 ?̇?𝐶𝜙𝑇𝜃 + ?̇?
𝑆𝜙
𝐶𝜃


























2.2.3 Keterkendalian dan Keteramatan [1, 7] 
Diberikan persamaan state Linear Time-Invariant (LTI) sebagai berikut. 
 ?̇?(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝑩𝒖(𝑡) 




dengan p input, q output dan n state, 𝑨,𝑩,𝑯 adalah matriks konstan dengan ukuran 
𝑛 × 𝑛, 𝑛 × 𝑝, 𝑞 × 𝑛 dan 𝑞 × 𝑝, secara berurutan. 
Solusi dari persamaan LTI diberikan oleh 
 




Oleh karena itu persamaan pengukuran LTI dapat ditulis ulang menjadi 
 




Definisi keterkendalian: pasangan (𝑨, 𝑩) disebut dapat dikendalikan 
(controllable) jika untuk setiap sembarang state awal 𝒙(0) =  𝒙0 dan sembarang 
state akhir 𝒙1, terdapat sebuah input yang memindah 𝒙0 ke 𝒙1 pada waktu yang 
terbatas (finite time). Jika tidak, (𝑨, 𝑩) disebut tidak dapat dikendalikan 
(uncontrollable). 
Berdasarkan definisi di atas, ada beberapa cara yang digunakan untuk 
mengetahui bahwa persamaan LTI adalah dapat dikendalikan, di antaranya dengan 
menganalisa sistem tersebut dalam bentuk Jordan, yaitu 
Asumsikan bahwa bentuk jordan dari (2.40) adalah sebagai berikut 
 𝑆: ?̇̂? = ?̂??̂? + ?̂?𝒖 
𝒚 = ?̂??̂? 
(2.43) 
dengan 
 ?̂? = 𝐐−1𝑨𝑏𝑸 (2.44) 
 ?̂? = 𝐐−1𝑩𝑏 (2.45) 
 ?̂? = 𝐻𝑸 (2.46) 
 ?̂? = 𝐐−1?̂? (2.47) 
dengan ?̂? adalah dalam bentuk Jordan seperti yang diberikan pada Tabel 2.1 Notasi 
untuk representasi Jordan. ?̂? adalah matriks dengan bentuk kanonik Jordan dengan 
𝑚(𝑚 ≤ 𝑛) nilai eigen yang berbeda 𝜆1, … , 𝜆𝑚. ?̂?𝑖 adalah Jordan blok yang 
berhubungan dengan 𝜆𝑖 dan 𝑟(𝑖) adalah banyaknya blok Jordan di ?̂?𝑖. ?̂?𝑖𝑗 adalah 
blok Jordan  ke 𝑗 di ?̂?𝑖. ?̂? dan ?̂? adalah matriks yang berhubungan dengan ?̂?𝑖 dan  
?̂?𝑖𝑗. ℎ̂1𝑖𝑗 dan ℎ̂𝑙𝑖𝑗 merupakan baris pertama dan terakhir dari ?̂?𝑖𝑗. 𝑐1𝑖𝑗 dan ?̂?𝑙𝑖𝑗 
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merupakan kolom pertama dan terakhir dari ?̂?𝑖𝑗. Keterkendalian dan keteramatan 
dari (3.46) adalah bergantung pada ?̂?𝑙𝑖𝑗 ℎ̂𝑙𝑖𝑗. 
Theorema 1. Sistem (3.46) dapat dikendalikan jika hanya jika untuk setiap 𝑖 =
1, …𝑚 himpunan 𝑟(𝑖) vektor baris berdimensi 𝑝 
?̂?𝑙𝑖1 ?̂?𝑙𝑖2 ⋯ ?̂?𝑙𝑖𝑟(𝑖) 
Theorema 2. Sistem (3.46) dapat dikendalikan jika hanya jika untuk setiap 𝑖 =
1, …𝑚 himpunan 𝑟(𝑖) vektor kolom berdimensi q 
ℎ̂𝑙𝑖1 ℎ̂𝑙𝑖2 ⋯ ℎ̂𝑙𝑖𝑟(𝑖) 







?̂?1 𝟎 ⋯ 𝟎
𝟎 ?̂?𝟐 ⋮













?̂?𝑖1 𝟎 ⋯ 𝟎
𝟎 ?̂?𝒊𝟐 ⋮














𝜆𝑖 1 0 ⋯ 0
0 𝜆𝑖 1 ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ 𝜆𝑖 1





















































Selain cara di atas, cara lain untuk mengetahui bahwa persamaan LTI 
adalah dapat dikendalikan, adalah dengan menganalisis solusi dari sistem tersebut, 
apakah terdapat nilai input yang sesuai, artinya bahwa input sistem terdefinisi. 
Persamaan input tersebut diberikan oleh 
 𝒖(𝑡) = −𝑩′𝑒𝑨
′(𝑡1−𝑡)𝑾𝑐
−1(𝑡1)[𝑒
𝑨(𝑡1)𝒙0 − 𝒙1] (2.48) 
dengan 
 








𝒖(𝑡) terdefinisi jika 𝑾𝑐(𝑡) adalah nosingular, sehingga dapat dinyatakan bahwa 
sistem dapat dikendalikan jika 𝑾𝑐(𝑡) adalah nonsingular. 
2.2.4 Sistem kaskade [8] 
Ketika terdapat dua sistem yang terhubung secara kaskade, representasi 
kedua sistem tersebut dapat direpresentasikan dalam satu bentuk augmentasi yang 
dibangun dari bentuk jordan dari masing-masing kedua sistem tersebut sebagai 
berikut 
 
  ?̇? = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖 


















 𝑯 = [𝟎 ?̂?2] (2.55) 
dan 𝒖 = 𝒖1. Asumsikan bahwa nilai eigen 𝑨1 dan 𝑨1 adalah berbeda, 𝜆𝑗𝑨1 − 𝜆𝑖𝑨2 ≠
0, ∀𝑖, 𝑗, maka sistem tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk normal dengan 
mendefinisikan 
 









dengan −𝛄?̂?1 + ?̂?2𝛄 = −?̂?12, yaitu 
 [𝛄𝑖𝑗] = ?̂?𝑖𝑗12 𝜆𝑗𝑨1 − 𝜆𝑖𝑨2⁄  (2.57) 
Sehingga didapatkan 
  ?̇̂? = ?̂??̂? + ?̂?𝒖 

















 ?̂? = [?̂?2𝛄 ?̂?2] (2.61) 
 
2.2.5 State Feedback [24] 
Sistem diberikan seperti pada (3.46). Diasumsikan bahwa setiap state dari 
system terukur, sehingga dapat dirancang sebuah aturan kontroler yang merupakan 
fungsi dari state dan referensi input.  
 𝒖 = 𝜶(𝒙, 𝒖) (2.62) 
Ambil misalkan umpan balik dibatasi linear, aturan kontroler bisa ditulis sebagai 
 𝒖 = −𝑲𝒙 + 𝒌𝑟𝒓 (2.63) 
Sistem loop tertutup dari sistem diberikan oleh  
 ?̇? = (𝑨 − 𝑩𝑲)𝒙 + 𝑩𝒌𝑟𝒓 (2.64) 
Selanjutnya adalah menentukan gain K sehingga loop tertutup dari sistem memiliki 
karakteristik polinomial 
 𝑝(𝑠) = 𝑠𝑛 + 𝑝1𝑠
𝑛−1 + ⋯+ 𝑝𝑛−1𝑠 + 𝑝𝑛 (2.65) 
2.2.6 Diferensial Vektor [24] 
Diberikan 𝒉(𝐱) adalah smooth scalar function, dan 𝒙 adalah state 









































Misal 𝒉: 𝑅𝑛 → 𝑅 adalah smooth scalar fuction dan 𝐟: 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 adalah 
smooth vector field pada 𝑅𝑛, maka lie derivatif 𝒉 terhadap 𝒇 didefinisikan sebagai  
 𝐿𝐟𝒉 = 𝛻𝒉 𝐟 (2.68) 
23 
 
secara rekursif lie derivatif bisa didefinisikan sebagai 
 𝐿𝐟0𝒉 = 𝒉 
𝐿𝐟𝑖𝒉 = 𝑳𝐟(𝑳𝐟𝑖−1𝒉) = 𝛻(𝑳𝐟𝑖−1𝒉) 𝐟 
(2.69) 
Misal 𝐠 adalah ruang vektor yang lain, maka fungsi skalar 𝐿𝐠𝐿𝐟𝒉(𝐱) adalah 
 𝐿𝐠𝐿𝐟𝒉 = 𝛻(𝐿𝐟𝒉) 𝐠 (2.70) 
Definisi Lie Brackets: misal 𝐟 dan 𝐠 adalah vector field pada 𝑅𝑛, maka lie 
bracket dari 𝐟 dan 𝐠 didefinisikan sebagai 
 [𝐟, 𝐠] = 𝛻𝐠 𝐟 − 𝛻𝐟 𝐠 (2.71) 
Bisa juga ditulis sebagai 𝑎𝑑𝐟 𝐠. Secara rekursif dapat definisikan sebagai 
 𝑎𝑑𝐟0  𝐠 = 𝐠 
𝑎𝑑𝐟𝑖  𝐠 = [𝐟, 𝑎𝑑𝐟𝑖−1  𝐠] 
(2.72) 
 
2.2.7 Singular Value Decomposition [30] dan Pseudoinverse [26]  
Definisikan ℜ𝑟
𝑚×𝑛 sebagai matriks 𝑚 × 𝑛 dengan basis 𝑟 
 
Teorema 3: misal 𝑨 ∈ ℜ𝑟
𝑚×𝑛 akan ada dua matriks ortogonal, 𝑼 ∈ ℜ𝑟
𝑚×𝑚 dan 𝑽 ∈
ℜ𝑟
𝑚×𝑚 Sehingga 
 𝑨 = 𝑼𝚺𝑽′ (2.73) 
dengan 




dan 𝑺 = diag(𝜎1, … , 𝜎𝑟) dengan 𝜎1 ≥ ⋯ ≥ 𝜎𝑟 > 0. Elemen dari  adalah nilai 
singular dari 𝐴 yaitu 𝜎1, … , 𝜎𝑟 dan 𝜎𝑟+1 = ⋯ = 𝜎𝑛 = 0. Kolom-kolom dari 𝑼 
disebut vector singular kiri dan kolom-kolom dari 𝑽 disebut vektor singular kanan. 
Dari teorema di atas, kita bias membuat SVD dari sebuah matriks, atau 
sebaliknya. Karena U dan V matriks ortogonal; dan 𝚺 adalah matriks diagonal, 
maka invers (atau pseudoinverse) dari sembarang matriks A bisa didapatkan 
dengan: 
 𝑨+ = (𝑼𝚺𝑽′)+ = 𝑽𝚺𝑼′ (2.75) 
Simbol ‘+’ menandakan pseudoinverse. Dengan kata lain, persamaan 
tersebut memenuhi empat kriteria dari Moore-Penrose pseudoinverse 
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 𝑨𝑨+𝑨 = 𝑨+ (2.76) 
 𝑨+𝑨𝑨+ = 𝑨+ (2.77) 
 (𝑨𝑨+)′ = 𝑨+ (2.78) 
 (𝑨+𝑨)′ = 𝑨+ (2.79) 
Pseudoinverse ini adalah unik, artinya bahwa untuk sembarang matriks 𝐴 akan 
hanya ada satu 𝐴+ 
2.2.8 Innertial Measurement Unit (IMU) [31] 
IMU adalah sensor yang mampu mengukur orientasi dari quadcopter 
menggunakan sensor inersia, yaitu sensor accelero dan sensor gyro. Cara kerja dari 
masing-masing sensor tersebut diberikan sebagai berikut 
2.2.8.1 Sensor Accelero 
Accelero sensor mengukur percepatan translasi sepanjang sumbu 
sensitifnya dengan menghitung pergerakan massa. Pengukuran tersebut diberikan 
oleh persamaan berikut 
 𝒇 = 𝒂 − 𝐠 (2.80) 
dengan 𝒇 adalah vektor gaya spesifik, 𝒂 vektor percepatan dan 𝐠 adalah 








= ?̈? (2.81) 
sedangkan medan gravitasi pada koordinat inersia diberikan oleh 
persamaan berikut 
 ?̅? = 𝐠 + 𝛀𝒊𝒆𝛀𝒊𝒆𝒓 (2.82) 
dengan 𝛀𝒊𝒆 matriks skew-simetris yang menunjukkan rotasi bumi pada 







− 𝐠 − 𝛀𝒊𝒆𝛀𝒊𝒆𝒓 (2.83) 
Secara umum, dengan mempertimbangkan eror pengukuran accelero. 
Hasil pengukuran accelero dapat dimodelkan dengan persamaan pengamatan 
sebagai berikut  




𝐟𝑏 : vektor pengukuran accelero sensor (m/s
2) 
𝐟𝑏 : vektor gaya spesifik sebenarnya (m/s
2) 
𝐛a : vektor bias accelero sensor (m/s
2) 
𝐒1 : matriks eror faktor skala linear 
𝐒2 : matriks eror faktor skala nonlinear 
𝑵𝒂 : matriks non-orthogonality triad accelero 
δ𝐠 : vektor gravitasi yang tidak lazim (m/s2) 
𝛆a : vektor noise accelero (m/s
2) 


















] g (2.87) 
dengan 𝜃(.),(.) adalah sudut yang menunjukkan misalignment antara sumbu accelero 
dan 𝑠(.),(.) adalah faktor skala untuk ke tiga sumbu accelero. 
Pada penelitian ini diasumsikan bahwa sensor accelero adalah bebas eror baik 
sistematik maupun acak 
2.2.8.2 Sensor Gyro  
Gyro sensor adalah perangkat untuk mengukur atau mempertahankan 
orientasi. Gyro sensor khususnya adalah mengukur kecepatan sudut pada referensi 
frame inersia, yang mana integral pertama dari pengukuran ini akan menyediakan 
perubahan sudut pada frame inersia. Output dari gyro bisa berupa kecepatan sudut 
atau orientasi/attitude, bergantung dari jenis gyro tersebut. 
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Gyro mengukur kecepatan dari badan pada frame navigasi, matriks rotasi 
frame navigasi terhadap frame bumi, dan matriks rotasi  frame bumi terhadap frame 






𝑏  (2.88) 
dengan 
𝜔𝑖𝑏
𝑏  : kecepatan sudut badan pada frame inersia 
𝜔𝑛𝑏
𝑏  : kecepatan sudut badan pada frame navigasi 
𝜔𝑒𝑛
𝑏  : kecepatan sudut frame navigasi pada frame bumi 
𝜔𝑖𝑒
𝑏  : kecepatan sudut frame bumi pada frame inersia 
Secara umum, dengan mempertimbangkan eror pengukuran accelero. 
Hasil pengukuran accelero dapat dimodelkan dengan persamaan pengamatan 
sebagai berikut  
 ?̃?𝑖𝑏
𝑏 = 𝝎𝑖𝑏
𝑏 + 𝒃g + 𝑺𝝎𝑖𝑏
𝑏 + 𝑵𝝎𝑖𝑏
𝑏 + 𝜺g (2.89) 
dengan 
?̃?𝑖𝑏
𝑏  : vektor pengukuran gyro (deg/h) 
𝝎𝑖𝑏
𝑏  : vektor kecepatan sudut sebenarnya (deg/h) 
𝐛g : vektor bias gyro sensor (deg/h) 
𝐒g : matriks eror faktor skala 
𝑵g : matriks non-orthogonality triad gyro 
















dengan 𝜃(.),(.) adalah sudut yang menunjukkan misalignment antara sumbu gyro dan 
𝑠(.),(.) adalah faktor skala untuk ke tiga sumbu gyro. Pada penelitian ini diasumsikan 
bahwa sensor accelero adalah bebas eror baik sistematik maupun acak. 
2.2.9 Global Positioning System (GPS) [31] 
GPS adalah sistem pemosisian global yang merupakan konstelasi 
sekurangnya dari 24 satelit yang mengorbit bumi. Satelit-satelit ini membawa 
atomic clock yang sangat stabil yang tersinkronisasi baik antara satelit satu dengan 
yang lainnya juga dengan jam yang berada di bumi. 
Pengukuran (Sinyal) GPS yang dapat diamati dikategorikan menjadi tiga, 
yaitu pengukuran pseudo range, pengukuran carrier phase dan pengukuran 
Doppler. sedangkan struktur dari GPS terdiri tiga segmen penting, yaitu segmen 
angkasa, segmen kontroler dan segmen pengguna seperti yang ditunjukkan pada 
Gambar 2.6 
Segmen angkasa terdiri dari konstelasi sekurangnya 24 satelit yang 
mengorbit bumi pada ketinggian sekitar 20.000 Km. Satelit menyebarkan sinyal 
radio yang berisi kode informasi dan data navigasi untuk memungkinkan pengguna 
menghitung data pseudo-range dan Doppler untuk mengestimasi posisi dan 
kecepatan pengguna. Segmen kontroler bertanggung jawab pada keseluruhan 
kontroler dan penjagaan dari sistem. Segmen kontroler terdiri dari master control 
station (MCS), pangkalan pengawas dan antena di tanah. Sedangkan segmen 
pengguna terdiri dari GPS-receiver yang menerima sinyal radio dari satelit GPS dan 
mengestimasi posisi, kecepatan dan waktu.  
 
Gambar 2.6 Struktur GPS 
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2.2.10 Observer [32]  
Observer adalah alat matematis yang dirancang untuk menyediakan 
estimasi dari state sebuah sistem, umumnya dengan memanfaatkan hasil 
pengukuran dari input dan output dari sistem tersebut. Kebutuhan untuk mengetahui 
state dari sistem ini adalah penting untuk menyelesaikan permasalahan dalam teori 
kendali, sehingga perancangan observer tersebut juga penting. Skema umum dari 
observer adalah seperti yang diberikan pada Gambar 2.7.  
Output dari sensor digunakan sebagai masukan terhadap observer, lalu 
dijadikan umpan balik terhadap plant atau kontroler.  Umumnya observer yang 
digunakan adalah Luenberger observer, observer ini bisa dirancang ketika sistem 
memenuhi rank keteramatan dan diberikan oleh persamaan berikut 
 ?̇̃? = 𝑨?̃? + 𝑩𝒖 
?̃? = 𝑯?̃? 
(2.92) 
dengan kesalahan observer memenuhi persamaan 
 ?̇? = (𝑨 − 𝑳𝑪)𝒆 (2.93) 
Karena [𝑨, 𝑪] adalah dapat dikendalikan, 𝒆 → 𝟎 untuk 𝑡 → ∞. 
 





PERANCANGAN ANALISIS SISTEM QUADCOPTER 
 
Pada bagian ini, diuraikan perancangan analisis sistem quadcopter yang 
digunakan pada tesis. 
Notasikan beberapa variabel yang digunakan sebagai berikut 
𝒙𝑟
𝑟 referensi state rotor 
𝒙𝑏
∗𝑟  referensi state badan QC 
𝒙𝑏
∗  umpan balik state badan QC  
𝒆𝑏 eror state badan QC 
𝒆𝑏 eror state rotor QC 
𝒖𝑏
𝑟  input referensi badan QC 
𝒖𝑏
∗𝑟 perubahan yang mungkin terjadi pada 𝒖𝑏
𝑟   
𝒇𝑟 referensi gaya 
𝒚𝑟
∗   hasil pengukuran pada kegagalan sensor rotor QC 
𝒚𝑏
∗   hasil pengukuran pada kegagalan sensor badan QC 
𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 hasil perhitungan output badan QC. 
(.)* perubahan matriks (.) 
𝑹𝑟𝑒𝑘  matriks konfigurasi ulang input referensi 
 
𝑹𝑟𝑒𝑘(𝑖, 𝑗) = {
1, 𝑖 = 𝑗 < 𝑘
1, 𝑖 = 𝑗 > 𝑘
0, 𝑖, 𝑗 yang lain
, 𝑖, 𝑗 = 1, . .4 (3.1) 
 𝑘 adalah baris pada 𝒙𝑏
∗  yang tidak tersedia, 𝒙𝑏𝑘
∗ = {0} 
𝜹𝑟 pengali kegagalan sensor rotor QC 
 
𝜹𝑟(𝑖, 𝑗) = {
1, 𝑖 = 𝑗 < 𝑘
1, 𝑖 = 𝑗 > 𝑘
0, 𝑖, 𝑗 yang lain
, dengan 𝑖, 𝑗 = 1,… 4 (3.2) 
𝜹𝑏 pengali kegagalan sensor badan QC 
 
𝜹𝑏(𝑖, 𝑗) = {
1, 𝑖 = 𝑗 < 𝑘
1, 𝑖 = 𝑗 > 𝑘
0, 𝑖, 𝑗 yang lain
, dengan 𝑖, 𝑗 = 1,… 8 (3.3) 
(3.2)-(3.3) adalah ketika pengukuran baris ke 𝑘 tidak tersedia di  𝑦𝑟 dan 𝑦𝑏. 
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3.1 Struktur dan Model Konseptual Sistem Pengendalian Quadcopter  
Komponen-komponen penting dari sistem pengendalian quadcopter 
adalah quadcopter (QC), sensor, data acquisition board (DAB) dan embedded 
Computer (EC), dan pengatur kecepatan rotor (PKR). Masing-masing komponen 
tersebut diberikan sebagai berikut. 
3.1.1 Quadcopter  
Quadcopter dapat dipandang sebagai sistem kaskade dari komponen rotor 
dan badan, dengan hubungan-hubungan berikut  
• Input rotor adalah input quadcopter 
• Output rotor QC adalah input badan QC 
• Output badan QC adalah output quadcopter QC 
Oleh karena itu untuk memodelkan quadcopter adalah dengan memodelkan 
masing-masing komponen tersebut 
3.1.1.1 Rotor dan Propeler Quadcopter 
Rotor dan propeler QC diasumsikan satu bagian dan berfungsi sebagai 
aktuator yang menghasilkan gaya dorong dan menggerakkan badan quadcopter, 
sebagaimana telah dijelaskan pada subbab 2.2.1. Persamaan state dari masing-
masing rotor QC dan gaya yang dihasilkan berturut-turut diberikan oleh (2.28) dan 
(2.33), yaitu 
 ?̇?𝑟𝑖 = −𝑥𝑟𝑖 𝜏𝑖⁄ + (𝐾𝑟𝑖 𝜏𝑖)⁄ 𝑢𝑖 (3.4) 
 𝑓𝑖 = 𝐾𝑑𝑖𝑥𝑟𝑖
2  (3.5) 
dengan 𝑖 = 1, 2, 3, 4 dan 
𝜔𝑖 kecepatan sudut rotor ke-𝑖 
𝜏𝑖 torsi rotor ke- 𝑖 
𝐾𝑟𝑖  konstanta rotor ke- 𝑖 
𝑢𝑖 input rotor ke-𝑖  
𝐾𝑑𝑖 konstanta dorong rotor ke-𝑖 
𝑓𝑖 gaya dorong rotor ke-𝑖 
Keempat rotor QC tersebut dapat diaugmentasi ke dalam satu persamaan 
state sebagai berikut. Definisikan state rotor QC sebagai 
 𝒙𝑟 = (𝜔1, 𝜔2, 𝜔3, 𝜔4) ∈ 𝑋1, dimensi 𝑋1 = 4 (3.6) 
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dan input rotor QC sebagai 𝒖𝑟 adalah vektor berdimensi 4. Oleh karena itu 
persamaan state rotor QC diberikan oleh 
 ?̇?𝑟 = 𝑨𝑟𝒙𝑟 + 𝑩𝑟𝒖𝑟 (3.7) 
dengan 
 𝑨𝑟 = diag (𝜏1, … , 𝜏2) (3.8) 
 𝑩𝑟 = diag(𝐾𝑟1 𝜏1⁄ ,…𝐾𝑟4 𝜏4⁄ ) (3.9) 
diag(𝑎1, … , 𝑎𝑛) menyatakan matriks diagonal dengan elemen diagonalnya adalah 
(𝑎1, … , 𝑎𝑛). Sedangkan bentuk augmentasi keempat gaya pada (3.5) diberikan oleh 
 𝒇 = 𝑲𝑑𝒙𝑟
2 (3.10) 
dengan 
 𝒇 = [𝑓1 𝑓2 𝑓3 𝑓4]
′ (3.11) 
 𝑲𝑑 = diag(𝐾𝑑1, … , 𝐾𝑑4) = diag(𝐾𝑑, … , 𝐾𝑑) (3.12) 
dan 𝐾𝑑 = 𝐾𝑑1 = ⋯ = 𝐾𝑑4 karena rotor yang digunakan adalah serupa. 
Rotor QC (3.7) terhubung dengan badan QC secara kaskade, yaitu output 
rotor QC adalah input badan QC, yaitu 
 𝒚𝑟 = 𝒖𝒃 (3.13) 
dengan 𝒚𝑟 adalah vektor output rotor QC berdimensi 4 dan 𝒖𝒃 adalah vektor input 
badan QC berdimensi 4. Padahal hubungan 𝒖𝒃 dengan 𝒇 pada (3.11) diberikan oleh 























Substitusikan (3.10) ke (3.14) dihasilkan 



























Karena 𝒚𝑟 = 𝒖𝑏, Persamaan pengukuran rotor yaitu persamaan yang 
menghubungkan state dengan output rotor QC dapat disusun sebagaimana yang 
diberikan pada (3.15), yaitu 
 𝒚𝑟 = 𝝋(𝒙𝑟) (3.16) 
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3.1.1.2 Badan Quadcopter 
Persamaan dinamika badan quadcopter yang diberikan pada (2.37) dan 
(2.38) diaugmentasi ke dalam satu persamaan state dengan mengabaikan dinamika 
?̈? dan ?̈? sebagai berikut [33]. Definisikan state badan quadcopter sebagai 
 𝒙𝑏 = (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓 ?̇?)
′
∈ 𝑋2, dimensi 𝑋2 = 8 (3.17) 
dan input badan QC seperti yang diberikan pada (3.13). Oleh karena itu persamaan 
state badan QC diberikan oleh 
















?̇??̇?(𝐼𝑦 − 𝐼𝑍)/𝐼𝑥 − 𝐾𝑟𝑥?̈?
2
?̇?
?̇??̇?(𝐼𝑧 − 𝐼𝑥)/𝐼𝑦 − 𝐾𝑟𝑦?̈?
2
?̇?





















0 0 0 0
𝐶𝜃𝐶𝜙/𝑚 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0









𝐶𝜃 dan 𝐶𝜙 berurutan mewakili cos 𝜃 dan cos𝜙. Asumsikan bahwa persamaan 
pengukuran badan QC diberikan oleh 
 𝒚𝑏 = 𝑯𝑏𝒙𝑏 (3.21) 
dengan 𝒚𝑏 adalah vektor output badan QC berdimensi 8 dan 
 𝑯𝑏 = 𝑰8 (3.22) 
3.1.1.3 Persamaan Matematis Augmentasi Quadcopter 
Sistem augmentasi quadcopter disusun berdasarkan persamaan-persamaan 
rotor QC dan badan QC. Definisikan state augmentasi QC sebagai 
 𝒙 = [
𝒙𝑟
𝒙𝑏
] ∈ 𝑿1 ⊕ 𝑿2 = 𝑿, (3.23) 
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input dan output QC berurutan diberikan sebagai 𝒖 dan 𝒚, dengan dimensi 𝒖 = 4 
dan dimensi 𝒚 = 8. Dengan hubungan rotor QC dan badan QC seperti yang telah 
diberikan pada subbab 3.1.1, yaitu 𝒖 = 𝒖𝑟, 𝒚𝑟 = 𝒖𝑏 dan 𝒚 = 𝒚𝑏 didapatkan 
representasi sistem augmentasi QC sebagai berikut 
 ?̇? = 𝒇(𝒙) + 𝒈𝒖 

































(?̇??̇?(𝐼𝑧 − 𝐼𝑥) + 𝑙𝐾𝑑2(−𝜔2
2 + 𝜔4
2))/𝐼𝑥  − 𝐾𝑟𝑥?̇?
2
?̇?
(?̇??̇?(𝐼𝑧 − 𝐼𝑥) + 𝑙𝐾𝑑3(−𝜔1
2 + 𝜔3
2))/𝐼𝑦  − 𝐾𝑟𝑦?̇?
2
?̇?

























𝑯 = [𝟎 𝑯𝑏] (3.27) 
𝑩𝑟 dan 𝑯𝑏 berurutan seperti yang diberikan pada (3.9) dan (3.22). 
3.1.1.4 Linearisasi Komponen Quadcopter  
Sistem pengendalian dirancang untuk quadcopter pada kondisi hover, 
yaitu ketika 𝜙 = ?̇? =  𝜃 =  ?̇? =  𝜓 =  ?̇? ≈ 0𝑜 ,  ?̇? ≈ 0 dan 𝑢𝑏1 = 𝑚g(𝜔𝑖 =
√𝑚g 4𝐾𝑝⁄ ) [33]. Ekspansi Taylor digunakan untuk melinearisasi pada titik kerja 
tersebut sebagai berikut. Ambil 𝜙 = ?̇? =  𝜃 =  ?̇? =  𝜓 =  ?̇? ≈ 0𝑜 ,  ?̇? ≈ 0 sebagai 
𝑥∗ dan 𝜔𝑖 = √𝑚g 4𝐾𝑝⁄  sebagai 𝜔
∗. Persamaan state rotor QC (3.7) sudah linear, 
Sedangkan persamaan pengukurannya (3.16) dilinearisasi sehingga didapatkan 




𝑯𝑟 = √𝐾𝑑𝑚g [
1 𝑚⁄ 1 𝑚⁄ 1 𝑚⁄ 1 𝑚⁄
0 −𝑙 0 𝑙
−𝑙 0 𝑙 0
𝑑 𝐾𝑑⁄ −𝑑 𝐾𝑑⁄ 𝑑 𝐾𝑑⁄ −𝑑 𝐾𝑑⁄
] (3.29) 
Hasil linearisasi persamaan state badan QC (3.18) diberikan oleh 
?̇?𝑏 = 𝑨𝑏𝒙𝑏 + 𝑩𝒃𝒖𝑏 (3.30) 
dengan 









0 1 0 0 0 0 0 0
0 −𝐾𝑡𝑥/𝑚 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1


















0 0 0 0
1 𝑚⁄ 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0











Persamaan pengukuran badan QC (3.21) sudah linear sehingga tidak perlu 
dilinearisasi. 
3.1.1.5 Linearisasi Augmentasi Quadcopter 
Pada sistem augmentasi quadcopter, linearisasi dengan ekspansi Taylor 
dilakukan terhadap sistem yang diberikan pada (3.24), sehingga didapatkan 
representasi sistem linear augmentasi QC sebagai berikut 
 ?̇? = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖 










 𝑩 = 𝑑(𝒈) 𝑑𝒖⁄ |𝑥∗,𝜔∗ = 𝒈 (3.35) 
𝑨𝑟 dan 𝑨𝑏 adalah sama dengan yang diberikan pada (3.8) dan (3.31). Sedangkan 
𝑨𝑟𝑏 diberikan oleh 
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𝑨𝑟𝑏 = 𝑑(𝒈𝑏(𝒙𝑏)) 𝑑𝒖𝑏⁄ |𝑥∗𝑑(𝝋











0 0 0 0
1 𝑚2⁄ 1 𝑚2⁄ 1 𝑚2⁄ 1 𝑚2⁄
0 0 0 0
0 −𝑙2/𝐼𝑥 0 𝑙
2/𝐼𝑥
0 0 0 0
−𝑙2/𝐼𝑦 0 𝑙
2/𝐼𝑦 0
0 0 0 0










𝑯 adalah sama dengan yang diberikan pada (3.27), 𝑯 sudah linear sehingga tidak 
perlu dilinearisasi. 
Selain cara di atas, persamaan linear augmentasi QC bisa diaugmentasi 
berdasarkan hasil linearisasi dari komponen-komponen QC yang diberikan pada 
subbab sebelumnya, melalui hubungan 𝒖 = 𝒖𝑟, 𝒚𝑟 = 𝒖𝑏 dan 𝒚 = 𝒚𝑏. 
3.1.1.6 Representasi Bentuk Jordan dan Bentuk Normal 
Representasi bentuk Jordan dan bentuk normal QC digunakan untuk tujuan 
analisis. Representasi tersebut diberikan sebagai berikut.  
Karena matriks 𝑨𝑟 pada (3.7) adalah matriks diagonal, nilai eigen 𝑨𝑟 
merupakan elemen-elemen diagonalnya, notasikan sebagai 𝜆𝑖𝑨𝑟 = −1 𝜏𝑖⁄ , 𝑖 =
1, 2, 3, 4. Oleh karena itu persamaan state dan pengukuran rotor QC, (3.7) dan 
(3.28) sudah dalam bentuk normal dan notasikan ulang sebagai  
 
𝑆𝑟: ?̇̂?𝑟 = ?̂?𝑟?̂?𝑟 + ?̂?𝑟𝒖𝑟 
𝒚𝑟 = ?̂?𝑟?̂?𝑟 
(3.37) 
dengan 
 ?̂?𝑟 = 𝑨𝑟 (3.38) 
 ?̂?𝑟 = 𝑩𝑟 (3.39) 
 ?̂?𝑟 = 𝑯𝑟 (3.40) 
 ?̂?𝑟 = 𝒙𝑟 (3.41) 
Karakteristik polinomial dari 𝑨𝑏 pada (3.30) diberikan oleh 




Terdapat dua nilai eigen yang berbeda dari 𝑨𝑏 yaitu 𝜆1𝑨𝑏 = −𝐾𝑡𝑥 dan 𝜆2𝑨𝑏 = ⋯ =











−1/𝐾𝑡𝑥 −1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0









Didapatkan representasi bentuk Jordan badan QC sebagai berikut 
 
𝑆𝑏: ?̇?𝑏 = ?̂?𝑏?̂?𝑏 + ?̂?𝑏𝒖𝑏 
𝒚𝑏 = ?̂?𝑏?̂?𝑏 
(3.44) 
dengan 
 ?̂?𝑏 = 𝐐𝑏
−1𝑨𝑏𝐐𝑏 (3.45) 
 ?̂?𝑏 = 𝐐𝒃
−1𝑩𝑏 (3.46) 
 ?̂?𝑏 = 𝑯𝑏𝐐𝑏 (3.47) 
 ?̂?𝑏 = 𝐐𝑏
−1𝒙𝑏 (3.48) 
















𝜆1𝑨𝑏 | 0 ⋮ 0 0 ⋮ 0 0 ⋮ 0 0
− . − . ⋯ ⋯ . ⋯ ⋯ . ⋯ ⋯
0 | 𝜆2𝑨𝑏 | 0 0 ⋮ 0 0 ⋮ 0 0
⋯ . − . − − . ⋯ ⋯ . ⋯ ⋯
0 ⋮ 0 | 𝜆2𝑨𝑏 1 | 0 0 ⋮ 0 0
0 ⋮ 0 | 0 𝜆2𝑨𝑏 | 0 0 ⋮ 0 0
⋯ . ⋯ . − − . − − . ⋯ ⋯
0 ⋮ 0 ⋮ 0 0 | 𝜆2𝑨𝑏 1 | 0 0
0 ⋮ 0 ⋮ 0 0 | 0 𝜆2𝑨𝑏 | 0 0
⋯ . ⋯ . ⋯ ⋯ . − − . − −
0 ⋮ 0 ⋮ 0 0 ⋮ 0 0 | 𝜆2𝑨𝑏 1















Bentuk Jordan sistem augmentasi quadcopter dibangun dari 𝑆𝑟 dan 𝑆𝑏, dan 
diberikan oleh persamaan berikut 
  ?̇? = 𝑨𝒙 + 𝑩𝒖 




















 𝑯 = [𝟎 ?̂?𝑏] (3.55) 
dan 𝒖 = 𝒖𝑟 seperti yang diberikan pada (3.8). Karena nilai eigen 𝑨𝑟 dan 𝑨𝑏 adalah 
berbeda, 𝜆𝑗𝑨𝑟 − 𝜆𝑖𝑨𝑏 ≠ 0, ∀𝑖, 𝑗, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 𝑖 = 1, 2, … , 8, persamaan (3.50) dapat 
dinyatakan dalam bentuk normal dengan mendefinisikan 
 









dengan −𝛄?̂?𝑟 + ?̂?𝑏𝛄 = −?̂?𝑟𝑏, yaitu 
 [𝛄𝑖𝑗] = ?̂?𝑖𝑗𝑟𝑏 𝜆𝑗𝑨𝑟 − 𝜆𝑖𝑨𝑏⁄  (3.57) 
Substitusikan (3.56)-(3.57) ke dalam (3.50) didapatkan 
 𝑆: ?̇̂? = ?̂??̂? + ?̂?𝒖 













 ?̂? = [?̂?𝑏𝛄 ?̂?𝑏] (3.61) 
Untuk kebutuhan analisis, representasi sistem yang digunakan adalah 𝑆𝑟 , 𝑆𝑏 dan 𝑆. 
3.1.2 Sensor 
Sensor yang digunakan pada badan QC terdapat dua macam, yaitu IMU 
dan GPS-receiver seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1. Diasumsikan bahwa 




 𝒚𝑖 = (𝒚𝑎, 𝒚g ) (3.62) 
dengan 
 𝒚𝑎 = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈? ) (3.63) 
 𝒚g = (𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?) (3.64) 
𝒚𝑎 dan 𝒚𝑏 berurutan merupakan hasil pengukuran dari sensor accelero dan gyro. 
Sedangkan pada GPS receiver diasumsikan terdapat modul turunan, sehingga 
informasi yang disediakan barupa 
 𝒚𝑠 = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈? ) (3.65) 
Ketika GPS-receiver dan IMU bekerja, pengukuran GPS-receiver 
digunakan untuk menambah akurasi dari data yang disediakan IMU. Oleh karena 
itu 𝒚𝐛 adalah sama dengan yang diberikan pada (3.62), 
 𝒚𝑏 = 𝒚𝑖 (3.66) 
3.1.3 Data Acquisition Board (DAB) dan Embedded Computer (EC) 
DAB bersama dengan EC mengendalikan gerakan dan orientasi badan QC 
melalui pembacaan sinyal referensi dan unpan balik untuk digunakan menghasilkan 
sinyal referensi perintah yang sesuai. 
Prosedur DAB dan EC terdiri dari tiga bagian/tahap seperti yang 
ditunjukkan oleh Gambar 3.2. Tahap pertama adalah mengalokasikan 𝒖𝑏
𝑟  melalui 
 𝒖𝑏
𝑟 = 𝑲𝒃𝒆𝑏 (3.67) 
dengan 𝑲𝑏 = diag(𝐾𝑏1, … , 𝐾𝑏4) dan 
𝒆𝑏 = 𝒙𝑏
∗𝑟 − 𝒙𝑏
∗ = [𝑧𝑟 𝜙𝑟 𝜃𝑟 𝜓𝑟]′ − [𝑧 𝜙 𝜃 𝜓]′ (3.68) 
 




Gambar 3.2 Fungsi dan letak DAB dan EC dalam sistem  
Karena ada kemungkinan baris ke 𝑘 dari 𝒙𝑏
∗  tidak tersedia untuk diumpan balikkan, 
𝑥𝑏𝑘
∗ = {0}, dibutuhkan matriks rekonfigurasi sehingga 𝑢𝑏𝑘
𝑟 = 0, yaitu melalui 𝑹𝑟𝑒𝑘. 
Oleh karena itu persamaan (3.67) dapat ditulis menjadi 
 𝒖𝑏




Tahap kedua adalah mengubah 𝒖𝑏
∗𝑟 tersebut menjadi 𝒇𝑟 dengan 
menyelesaikan (3.14) yaitu 
 𝒖𝑏
∗𝑟 = 𝚯𝒇𝑟 (3.70) 
Persamaan (3.70) bisa diselesaikan jika 𝚯 adalah full rank, yaitu untuk 𝚯𝑖 adalah 
kolom ke 𝑖 dari 𝚯, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, sehingga persamaan berikut 
 𝑎1𝚯1 + 𝑎2𝚯2 + 𝑎3𝚯3 + 𝑎4𝚯4 = 𝟎 (3.71) 
berlaku hanya ketika 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, kondisi ini dapat dipenuhi jika hanya 
























































































































] = 𝟎  
Operasi di atas merupakan eliminasi Gaussian. Matriks terakhir pada 
(3.72) merupakan bentuk eselon dari matriks 𝚯 dan dapat ditulis ulang sebagai  
 𝑎1 = 0 
−𝑙𝑎2 = 0 
2𝑙𝑎3 = 0 (3.73) 
 4𝑑𝑙𝑎4 = 0  
menghasilkan 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, 4, oleh karena itu 𝚯 adalah full rank, maka 
persamaan (3.70) dapat selesaikan sebagai berikut 
 𝒖𝑏
∗𝑟 = 𝚯𝒇𝑟  
𝚯−𝟏𝒖𝑏




Tahap ketiga mengubah 𝒇𝑟 tersebut menjadi 𝒙𝑟
𝑟 dengan menyelesaikan 
(3.10) sebagai berikut 









dengan 𝑲𝑑 seperti yang diberikan pada (3.12).  
Untuk menyederhanakan penyebutan, EC digunakan untuk mewakili DAB 
dan EC.  
3.1.4 Pengatur Kecepatan Rotor (PKR) 
PKR berfungsi sebagai kendali kecepatan putar rotor. Tiap satu PKR 
dihubungkan dengan satu rotor. Karena quadcopter memiliki empat rotor, 
dibutuhkan empat PKR. Ada dua komponen penting pada PKR, yaitu kontroler dan 
sensor seperti yang diberikan oleh Gambar 3.3. kontroler menghasilkan 𝒖𝑟 
berdasarkan selisih antara 𝒙𝑟
𝑟, dan informasi unpan balik 𝒙𝑟, melalui persamaan 




Gambar 3.3 Blok diagram PKR 
dengan 𝑲𝑝 = diag(𝐾𝑝1, 𝐾𝑝2, 𝐾𝑝3, 𝐾𝑝4) dan 
 𝒆𝑟 = 𝒙𝑟
𝑟 − 𝒙𝑟 (3.77) 
Sensor PKR pada penelitian ini diasumsikan gagal, sehingga 𝒙𝑟 = 𝟎 
3.2 Kegagalan Komponen Sensor 
Kegagalan komponen yang menjadi perhatian pada tesis ini adalah 
kegagalan sensor. Sensor disebut gagal apabila masuk salah satu kriteria berikut 
1. Sensor tidak dapat beroperasi atau tidak dapat digunakan sama sekali 
2. Sensor masih bisa digunakan tetapi terkendala jangka waktu pemakaian 
3. Sensor mengalami kelainan dan dapat membahayakan bila digunakan 
Pada penelitian ini, kegagalan sensor diasumsikan masuk dalam kriteria 1. 
Mengacu pada [17], sensor diklasifikasikan sebagai sensor kritis dan tidak 
kritis. Kegagalan sensor kritis mengakibatkan hilangnya keteramatan sistem. Oleh 
karena itu untuk mengetahui peran dari masing-masing sensor QC, 
dipertimbangkan variasi kegagalan sensor seperti yang diberikan pada Ketika 
sensor accelero adalah satu-satunya sensor yang bekerja, informasi yang disediakan 
adalah  
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑎 = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈?) (3.79) 
Oleh karena itu ketika IMU berfungsi, nilai 𝒚𝑏
∗  adalah sama dengan yang 
diberikan pada (3.62). Ketika GPS-receiver adalah satu-satunya sensor yang 
bekerja, 𝒚𝑏
∗  adalah sama dengan yang diberikan pada (3.65). 
Tabel 3.1. dan Gambar 3.4. Kegagalan-kegagalan tersebut memungkinkan 
berubahnya 𝒚b, notasikan sebagai 𝒚𝑏
∗ , sebagai berikut.  
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Ketika sensor gyro adalah satu-satunya sensor yang bekerja, informasi 
yang disediakan adalah  
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚g = (𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?) (3.78) 
Ketika sensor accelero adalah satu-satunya sensor yang bekerja, informasi yang 
disediakan adalah  
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑎 = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈?) (3.79) 
Oleh karena itu ketika IMU berfungsi, nilai 𝒚𝑏
∗  adalah sama dengan yang 
diberikan pada (3.62). Ketika GPS-receiver adalah satu-satunya sensor yang 
bekerja, 𝒚𝑏
∗  adalah sama dengan yang diberikan pada (3.65). 
Tabel 3.1. Variasi kegagalan sensor 





1 sehat sehat gagal 
2 sehat gagal gagal 
3 gagal sehat gagal 




(c)                   (d) 
Gambar 3.4 Variasi kegagalan sensor (a) IMU sehat dan GPS-receiver gagal (b) 
Gyro sehat, accelero dan GPS-receiver gagal (c) Accelero sehat, gyro 
dan GPS-receiver gagal (d) GPS-receiver sehat dan IMU gagal 
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3.3 Analisis Keteramatan Quadcopter 
Pada sistem augmentasi, tidak cukup analisis dilakukan pada masing-
masing komponen, karena keteramatan ada kemungkinan hilang ketika terhubung 
[7]. Oleh karena itu,  analisis QC dilakukan pada sistem  𝑆𝑟, 𝑆𝑏 dan 𝑆.  
Diasumsikan bahwa hilangnya keteramatan terjadi karena kegagalan 
sensor. Oleh karena itu keempat sensor rotor QC selalu gagal, 𝑆𝑟 tidak dapat 
diamati, sebagai berikut  
Ambil 𝒚𝑟
∗ = {𝟎} adalah hasil pengukuran ketika keempat sensor rotor QC 
gagal. Hubungan 𝒚𝑟
∗  dengan 𝒚𝑟 diberikan oleh 
 𝜹𝑟𝒚𝑟
∗ = 𝒚𝑟 (3.80) 
dengan 𝜹𝑟 = 𝟎 karena semua pengukuran sensor tidak tersedia. Substitusikan 
(3.80) ke (3.28) didapatkan 
 𝜹𝑟𝒚𝑟 = 𝑯𝑟𝒙𝑟 





∗  dalam notasi normalnya diberikan oleh 
 ?̂?𝑟
∗ = 𝑯𝑟
∗ = 𝟎 (3.82) 
Karena kolom ?̂?𝑟
∗  adalah nol, 𝑆𝑟 tidak dapat diamati. 
Ketika sensor badan QC yang mengalami kegagalan seperti yang 
dijelaskan pada subbab 3.2, dualitas terhadap kegagalan sensor rotor QC, perubahan 
𝒚𝑏, yaitu 𝒚𝑏
∗ , akan mempengaruhi keteramatan badan QC sebagai berikut 
Ambil pengukuran baris ke 𝑘 = 1, 2 tidak tersedia, didapatkan 
 𝜹𝑏𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑏 (3.83) 
Dengan 




Substitusikan (3.83) ke (3.21) didapatkan 
















Karena terdapat kolom nol pada ?̂?𝑏
∗ , 𝑆𝑏 tidak dapat diamati. 
Sistem augmentasi 𝑆, yang merupakan augmentasi dari kedua sistem 
tersebut, mengalami perubahan pada matriks ?̂?, yaitu ?̂?∗, sebagai berikut. 
Substitusikan ?̂?𝑟
∗  terhadap (3.53) didapatkan 
 ?̂?𝑟𝑏
∗ = ?̂?𝑏?̂?𝑟
∗ = 𝟎 (3.87) 
Substitusikan (3.87) ke (3.57) didapatkan 
 [𝛄𝑖𝑗] = ?̂?𝑟𝑏
∗ 𝜆𝑖𝑨𝑟 − 𝜆𝑖𝑨𝑏⁄ = [𝟎𝑖𝑗] (3.88) 
Substitusikan (3.88) dan ?̂?𝑏
∗  pada (3.58) didapatkan 
 𝒚 = ?̂?∗?̂? (3.89) 
dengan  






Kolom nol pada ?̂?∗ berhubungan dengan tiap blok nilai eigen rotor, 
𝜆𝑗𝑨𝒓 , 𝑗 = 1, . . ,4 di ?̂? pada (3.58). Oleh karena itu ?̂?𝑟 pada ?̂? tidak dapat diamati. 
Sedangkan tiap kolom ?̂?𝑏
∗   pada ?̂?∗ berhubungan dengan tiap blok Jordan eigen 
badan 𝜆𝑖𝑨𝒃 , 𝑖 = 1, . . ,8 di ?̂? pada (3.58) dan telah ditunjukkan terdapat kolom nol, 
oleh karena itu  ?̂?𝑏 pada ?̂? tidak dapat diamati. 
Ketika informasi 𝒚𝑏
∗  tidak cukup untuk menjaga keteramatan badan QC, 
maka termasuk penjagaan keteramatan QC adalah kemampuan menghitung hasil 
pengukuran yang tidak tersedia berdasarkan dari 𝒚𝑏
∗ , yaitu 
 𝚽𝑏: 𝒚𝑏
∗ → 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 (3.91) 
Badan QC dapat diamati ketika 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝒙𝑏 = (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?) (3.92) 
Ketika 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 ≠ 𝒙𝑏, badan QC tidak dapat diamati. 
Karena 𝒚𝑟
∗ = {𝟎}, rotor QC tidak dapat diamati, oleh karena itu juga 
termasuk sebagai penjagaan keteramatan QC adalah kemampuan untuk 
mendapatkan 𝒚𝑟 berdasarkan data 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 pada (3.90), yaitu 
 𝚽𝑟 ∶ 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 → 𝒚𝑟  (3.93) 
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sehingga rotor dapat diamati. Syarat tersebut dapat dipenuhi karena loop terbuka 
quadcopter adalah dapat dikendalikan [11], sehingga 𝚽𝑟 diberikan pada (3.93), 
ditulis ulang sebagai berikut 
 





−1 (𝑒𝑨𝑏,𝑡1𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏.𝑡0 − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏.𝑡1) 
(3.94) 
Berdasarkan argumen-argumen ini, analisis keteramatan dicirikan sebagai 
berikut. 
Preposisi 1. Asumsikan bahwa quadcopter dapat diamati, maka kondisi berikut 
terpenuhi 
a. ∃ 𝚽𝑏(𝒚𝑏
∗ ) = 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏, sehingga badan QC, 𝑆𝑏 dapat diamati  
b. ∃ 𝚽𝑟(𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏) = 𝒚𝑟, sehingga rotor QC, 𝑆𝑟 dapat diamati 
c. Augmentasi quadcopter 𝑆 dapat diamati. 
  
Gambar 3.5 Struktur blok observer pada sistem 
 




Observer dirancang untuk merealisasikan hasil dari analisis keteramatan 
yang dilakukan pada masing-masing sensor. Selain itu, observer juga berfungsi 
menyediakan state umpan balik untuk loop dalam dan luar seperti yang diberikan 
pada Gambar 3.5. 
3.5 Diagram Blok Toleransi Kegagalan Sistem Pengendalian Quadcopter 
Diagram blok dari toleransi kegagalan sistem pengendalian quadcopter 
diberikan oleh (3.20). Diagram merupakan gabungan dari seluruh blok diagram dan 
penjelasan pada subbab sebelumnya. Pada blok diagram tersebut, sinyal referensi 
𝒙𝑏
∗𝑟 yang dikirimkan terhadap sistem bisa berupa sinyal referensi secara manual 
(joystick), maupun dari komputer. Banyaknya sinyal referensi ini bergantung pada 
banyaknya state yang akan diatur, pada tesis ini state yang diatur adalah 𝒙𝑏
∗ . Selisih 
antara 𝒙𝑏
∗𝑟 dan 𝒙𝑏
∗  digunakan untuk menghasilkan 𝒖𝑏
𝑟 . Selanjutnya melalui model 
𝒖𝑏
𝑟  dikonversi menjadi 𝒇𝑟 lalu dikonversi lagi menjad 𝒙𝑟
𝑟 yang sesuai. Perbedaan 
𝒙𝑟
𝑟 dan 𝒙𝑟 yang didapatkan dari observer rotor diolah oleh PKR dan menghasilkan 
sinyal input untuk masing-masing rotor QC, 𝒖𝑟. 𝒖𝑏 sebagai input badan QC 
merupakan output rotor 𝒚𝒓.  
Output sensor diolah oleh observer untuk menyediakan informasi state 
umpan balik untuk loop luar, 𝒙𝑏
∗  maupun loop dalam 𝒙𝑟 sebagaimana yang 
dijelaskan pada subbab sebelumnya. 
3.6 Analisis Keterkendalian Quadcopter Loop Tertutup 
Multi-rotor loop terbuka adalah bisa dikendalikan ketika komponen 
aktuator bekerja dengan baik, terlepas dari kegagalan sensor [11]. Oleh karena itu, 
quadcopter loop terbuka yang mengalami kegagalan sensor pada tesis ini adalah 
dapat dikendalikan. Sedangkan quadcopter sebagai sistem pengendalian loop 
tertutup yang diberikan pada Gambar 3.6 bergantung pada kelengkapan 𝒙𝑏
∗  sebagai 
berikut. 
?̂?𝑟
𝑟 yang didapatkan pada proses EC dan ?̂?𝑟 yang disediakan observer rotor 
QC merupakan input rotor dan diberikan oleh 
 𝒖𝑟 = 𝑲𝑟(𝒙𝑟
𝑟 − 𝒙𝑟) (3.95) 
Substitusikan terhadap (3.37) didapatkan 
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 ?̇?𝑟 = 𝑨𝑟𝒙𝑟 + 𝑩𝑟𝑲(𝒙𝑟
𝑟 − 𝒙𝑟) 
= (𝑨𝑟 − 𝑩𝑟𝑲)𝒙𝑟 + 𝑩𝒓𝑲𝒙𝑟
𝑟 
(3.96) 
(𝑨𝑟 − 𝑩𝑟𝑲) adalah matriks diagonal, oleh karena itu keterkendalian rotor QC loop 
tertutup bergantung pada 𝑩𝒓𝑲, dan tetap terjaga karena 𝑲𝑟 adalah matriks diagonal. 
Oleh karena itu dapat dinyatakan bahwa 
 𝒙𝑟
𝑟 ≡ 𝒙𝑟 (3.97) 
Substitusikan (3.97) ke dalam (3.44) didapatkan 
 ?̇?𝒃 = 𝑨𝒃𝒙𝒃 + 𝑩𝒃(𝑯𝑟𝒙𝑟) 
= 𝑨𝒃𝒙𝒃 + 𝑩𝒃(𝑯𝑟𝒙𝑟
𝑟) 




𝑟 , yaitu 𝒖𝑏
∗𝑟 , karena tidak lengkapnya 𝒙𝑏
∗  seperti yang diberikan 
pada (3.69) dapat dipandang sebagai perubahan 𝑩𝑏 sebagai berikut 
 ?̇?𝒃 = 𝑨𝒃𝒙𝒃 + 𝑩𝒃𝒖𝑏
∗𝑟 
= 𝑨𝒃𝒙𝒃 + 𝑩𝒃(𝑹
𝑟𝑒𝑘𝑲𝒆𝑏) 







Substitusikan (3.100) ke (3.99) diperoleh 
 ?̇?𝒃 = 𝑨𝒃𝒙𝒃 + 𝑩𝑏
∗𝒖𝑏
𝑟  (3.101) 
𝑩𝑏
∗  dalam bentuk Jordannya diberikan oleh 
 ?̂?𝑏
∗ = 𝑸𝒃𝑩𝑏
∗  (3.102) 
Perubahan ?̂?𝒃 menghasilkan perubahan ?̂? pada 𝑆, dan diberikan oleh 





 [𝛄𝑖𝑗] = ?̂?𝑖𝑗,𝑟𝑏 𝜆𝑖,𝑨𝑟 − 𝜆𝑗,𝑨𝑏⁄ = (?̂?𝑟?̂?𝑏
∗ )𝑖𝑗 𝜆𝑖,𝑨𝑟 − 𝜆𝑗,𝑨𝑏⁄  (3.104) 
Oleh karena itu tidak lengkapnya umpan balik 𝒙𝑏
∗  berpengaruh pada keterkendalian 
badan QC 𝑆𝑏, dan sama artinya terhadap keterkendalian augmentasi QC, S. 
Sebagai dualitas dari keteramatan, syarat perlu dari keterkendalian loop 
tertutup QC dapat dikendalikan adalah 𝑆𝑏 dan 𝑆𝑟 dapat dikendalikan. Sebagai 
tambahan 𝑆𝑏 dapat dikendalikan setelah terhubung, yaitu analisis yang dilakukan 
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pada 𝑆, menunjukkan bahwa 𝑆 dapat dikendalikan [7]. Sedangkan perubahan 
keterkendalian yang terjadi pada 𝑆𝑏 (atau 𝑆𝑟) mengakibatkan perubahan 
keterkendalian pada 𝑆, sebagaimana yang diberikan pada (3.103)-(3.104). 
Berdasarkan argumen-argumen ini, analisis keterkendalian loop tertutup 
dapat dicirikan sebagai berikut. 
Definisikan 𝑆𝑡 sebagai sistem loop tertutup quadcopter 
Preposisi 2 Asumsikan loop tertutup quadcopter 𝑆𝑡 dapat dikendalikan, maka 
kondisi berikut terpenuhi 
a. Rotor quadcopter, 𝑆𝑟 dapat dikendalikan 
b. ∄𝒙𝑏𝑘
∗ = {0}, 𝑘 = 1,…4, sehingga badan quadcopter, 𝑆𝑏 dapat dikendalikan 





PERAN IMU PADA KETERAMATAN DAN 
KETERKENDALIAN SISTEM QUADCOPTER 
 
Pada bagian ini, akan dibahas mengenai analisis keteramatan dan 
keterkendalian dari sistem quadcopter dengan hanya IMU yang dipertimbangkan 
sebagai sensor yang digunakan atau dipasang pada badan quadcopter. Analisis 
terdiri dari dua bagian, yaitu analisis keteramatan dan analisis keterkendalian loop 
tertutup. 
4.1 Peran Sensor IMU 
Ketika IMU Sempurna, yaitu ketika sensor gyro dan accelero bekerja, 
IMU menyediakan informasi seperti pada (3.62). Informasi tersebut akan 
digunakan untuk analisis sebagai berikut. 
4.1.1 Analisis Keteramatan 
Tanpa mengurangi keumuman dan menghilangkan sinyal yang berlebih, 
ambil output dari sensor IMU adalah 
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝒊 = (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?) (4.1) 
oleh karena itu 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 diberikan oleh 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝚽𝑏𝒚𝑏
∗ = 𝑰𝒚𝑏
∗  (4.2) 
Berdasarkan  𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 persamaan pengukuran badan QC disusun sebagai 
berikut 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝑯𝑏𝑖𝒙𝑏 (4.3) 
dengan 𝑯𝑏𝑖 = 𝑰8, oleh karena itu 
 𝑯𝑏𝑖 = 𝑯𝑏 (4.4) 
Berdasarkan ini disusun lemma berikut.  
Lemma 1. Ketika IMU sempurna, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑖, quadcopter dapat diamati. 
Bukti: Persamaan pengukuran badan QC yang diberikan pada (4.4) diubah ke dalam 
bentuk Jordan sebagaimana yang diberikan pada (3.46) 
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−1/𝐾𝑡𝑥 −1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0









?̂?𝑏 dapat dibagi ke dalam dua bagian, dengan tiap bagian berhubungan dengan nilai 
eigen yang berbeda pada ?̂?𝑏, 𝜆1𝑨𝑏 dan 𝜆2𝑨𝑏 = ⋯ = 𝜆8𝑨𝑏 sebagai berikut 
 ?̂?𝑏 = [?̂?𝑏𝜆2𝑨𝑏










−1/𝐾𝑡𝑥 ⋮ −1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0 0 0 0
1 ⋮ 0 0 0 0 0 0 0
0 ⋮ 0 1 0 0 0 0 0
0 ⋮ 0 0 1 0 0 0 0
0 ⋮ 0 0 0 1 0 0 0
0 ⋮ 0 0 0 0 1 0 0
0 ⋮ 0 0 0 0 0 1 0










Kolom terakhir untuk tiap pasangan blok Jordan pada ?̂?𝑏𝜆(2−8)𝑨𝑏











−1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0









adalah tidak bergantung secara linear, begitu juga untuk kolom ?̂?𝑏𝜆1𝑨𝑏
. Oleh karena 
itu badan QC 𝑆𝑏 adalah dapat diamati. 
Untuk menjaga keteramatan rotor QC, dibutuhkan fungsi yang diberikan 
pada (3.93) yaitu 
 𝚽𝑟: 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 → 𝒚𝑟 (4.8) 
𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 diberikan pada (4.2), oleh karena itu 𝒚𝑟 dapat dihitung melalui (3.94) 
 









dengan lengkapnya informasi 𝒚𝑟, persamaan pengukuran rotor QC dapat 
direpresentasikan sebagaimana yang diberikan pada (3.40), yaitu 
 ?̂?𝑟 = 𝑯𝑟𝐐𝑟 = 𝑯𝑟𝑰 = 𝑯𝑟 (4.10) 
Karena tiap kolom pada ?̂?𝑟 adalah tidak nol, rotor QC 𝑆𝑟 adalah dapat diamati.  
Berdasarkan (4.5) dan (4.10), persamaan pengukuran augmentasi 
quadcopter 𝑆 disusun sebagai berikut. 
𝛄 diberikan oleh (3.57), yaitu sebagai berikut 
 [𝛄𝑖𝑗] = ?̂?𝑖𝑗,𝑟𝑏 𝜆𝑗,𝑨𝑟 − 𝜆𝑖,𝑨𝑏⁄ = (?̂?𝑏?̂?𝑟)𝑖𝑗 𝜆𝑗,𝑨𝑟 − 𝜆𝑖,𝑨𝑏⁄  (4.11) 





















0 0 0 0
0 𝑡2𝑙
2/𝐼𝑥 0 − 𝑡4𝑙
2 𝐼𝑥⁄
0 0 0 0
𝑡1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 − 𝑡3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0










dengan 𝛄𝒊 = 𝐾𝑑𝐼𝑧(𝐾𝑡𝑥 − 𝑙/𝑡𝑖), 𝑖 = 1, 2, 3, 4. Substitusikan (4.5), (4.10) dan (4.12) 
ke dalam (3.56) didapatkan 
 𝒚 = ?̂??̂? 






















0 0 0 0
𝑡1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 −𝑡3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0









Tiap kolom ?̂?𝑏𝛄 pada (4.13) berhubungan dengan 𝜆𝑗𝑨𝑟 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 di ?̂? 
pada (3.58). Karena tidak ada kolom nol, ?̂?𝑟 pada ?̂? dapat diamati. Sedangkan ?̂?𝑏 
pada (4.13) berhubungan dengan 𝜆𝑖𝑨𝑏 , 𝑖 = 1, 2, … , 8 di ?̂? pada (3.58) dan telah 
ditunjukkan memenuhi syarat keteramatan, oleh karena itu ?̂?𝑏 pada ?̂? dapat diamati. 
Karena ?̂?𝑟 dan 𝒙𝑏 pada ?̂? dapat diamati, 𝑆 dapat diamati.  
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Karena 𝑆𝑟 , 𝑆𝑏 dan 𝑆 adalah dapat diamati, quadcopter adalah dapat diamati. 
Lemma 1 terbukti. 
4.1.2 Observer Quadcopter 
Realisasi observer yang dirancang berdasarkan analisis keteramatan 
diberikan sebagai berikut. 
Untuk observer badan QC, berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 yang didapatkan pada (4.2), 𝒙𝒃
∗  dapat 
dihitung melalui hubungan berikut 
 𝒙𝒃




1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
] (4.16) 
Berdasarkan hasil analisis, rotor QC dapat diamati karena adanya 
𝚽𝑟(𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏) = 𝒚𝑟 seperti hasil analisis. Oleh karena itu observer rotor QC yang 
dirancang dapat menghasilkan 𝒙𝒓 sebagai berikut. 
𝒚𝑟 yang dihasilkan pada (4.9) diolah untuk menghasilkan 𝒙𝑟 melalui 
(3.16), yaitu dengan menyelesaikan (3.14)dan (3.10) secara berurutan sebagaimana 
yang diberikan pada (3.74) dan (3.75), sebagai berikut 
 𝒚𝑟 = 𝚯𝒇 
𝚯−𝟏𝒚𝑟 = 𝚯
−𝟏𝚯𝒇 
𝒇 = 𝚯−𝟏𝒚𝑟 
(4.17) 
State rotor 𝒙𝑟 didapatkan dengan menyelesaikan (3.10) sebagai berikut 
 𝒇 = 𝑲𝑑(𝒙𝑟)
2 
𝒙𝑟 = ±√𝑲𝑑




Blok diagram Observer berdasarkan IMU sempurna diberikan oleh 




Gambar 4.1 Blok diagram observer pada peran sensor IMU 
4.1.3 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup 
Berdasarkan perancangan observer IMU sempurna, informasi state yang 
diumpankan terhadap EC dan PKR adalah lengkap, seperti yang diberikan pada 
(4.15) dan (4.18). Oleh karena itu disusun lemma berikut 
Lemma 2. Ketika IMU sempurna, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑖, maka quadcopter loop tertutup 𝑆𝑡 
adalah dapat dikendalikan  
Bukti: Dengan informasi umpan balik rotor QC (4.18), loop tertutup rotor QC 
adalah dapat dikendalikan seperti yang ditunjukkan pada (3.96). Dengan umpan 
balik badan QC yang diberikan pada (4.15), matriks input badan QC adalah sama 












1 𝑚⁄ 0 0 0
1 𝑚⁄ 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0









?̂?𝑏 dapat dibagi ke dalam dua bagian, tiap bagian berhubungan dengan nilai eigen 


















1 𝑚⁄ 0 0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
1 𝑚⁄ 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0










Baris terakhir untuk tiap pasangan Blok Jordan pada ?̂?𝑏𝜆(2−8)𝑨𝑏






1 𝑚⁄ 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0





adalah tidak bergantung secara linear, begitu juga untuk kolom ?̂?𝑏𝜆1𝑨𝑏
. Oleh karena 
itu badan QC 𝑆𝑏 adalah dapat dikendalikan. 
Ketika sistem rotor QC 𝑆𝑟 dan badan QC 𝑆𝑏 tersebut terhubung, maka 
































0 0 0 0
−𝐾𝑟1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑟3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0










Tiap kolom ?̂?𝑟 pada (4.22) berhubungan dengan 𝜆𝑗𝑨𝑟 , 𝑗 = 1, . . , 4 di ?̂? pada (3.58). 
Karena tidak ada baris nol, ?̂?𝑟 pada ?̂? tetap dapat dikendalikan. Sedangkan −𝛄?̂?𝑟 
pada (4.22) berhubungan dengan 𝜆𝑖𝑨𝑏 , 𝑖 = 1, . . , 8, di ?̂? pada (3.58) dan dapat dibagi 
menjadi dua bagian berdasarkan nilai 𝜆𝑖𝑨𝑏 yang berbeda, yaitu 𝜆1𝑨𝑏 dan 𝜆2𝑨𝑏 =


































0 0 0 0
−𝐾𝑟1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑟3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0













 untuk tiap pasangan Blok Jordan 𝜆(2−8)𝑨𝑏  di ?̂? pada 

















2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑟3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0






adalah tidak bergantung secara linear, begitu juga untuk kolom (−𝛄?̂?𝑟)𝜆1𝑨𝑏
. Oleh 
karena itu ?̂?𝑏 pada ?̂? tetap dapat dikendalikan. Karena ?̂?𝑟 dan ?̂?𝑏 pada ?̂? dapat 
dikendalikan, 𝑆 dapat dikendalikan. 
Karena 𝑆𝑟 dapat dikendalikan dan ∄𝒙𝑏𝑘
∗ = {0}, 𝑘 = 1,…4 sehingga 𝑆𝑏 
dapat dikendalikan begitu juga 𝑆, 𝑆𝑡 dapat dikendalikan. Lemma 2 terbukti. 
4.1.4 Algoritma Penerapan Peran Sensor IMU 
Berdasarkan analisis-analisis di atas, perancangan observer dan desain 
kontroler pada DEB dan AC dapat disusun penerapannya dalam algoritma sebagai 
berikut 
Algoritma 1:  
Input: 𝑇, 𝑑𝑡, 𝒚𝑖, 𝒙𝑏
∗𝑟 𝚯, 𝑨𝑏 , 𝑩𝑏  
Inisialisai : 𝑡 = 0, 𝒙𝑏(𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 





Hitung 𝒚𝑖(𝑡) = [𝒚𝑖,[7:8](𝑡); 𝒚𝑖,[10:15](𝑡)] = (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?)(𝑡) 
Hitung 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡) = 𝚽𝑏𝒚𝑖 





−1(𝑡)[𝑒𝑨𝑏(𝑡)𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡 − 𝑑𝑡) − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡)], 
Hitung 𝒇(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟(𝑡) = √𝒇/𝑲𝑝 
Hitung 𝒙𝑏
∗ (𝑡) = 𝜷𝑖𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 
%DAB&EC 
% 𝒙𝑏








Hitung 𝒇𝑟(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏
𝑟(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟
𝑟(𝑡) = √𝒇𝑟 𝑲𝑝⁄  (𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 
End 
4.2 Peran Sensor Gyro 
Ketika sensor gyro adalah sensor yang bekerja, informasi yang disediakan 
diberikan pada (3.78). Informasi tersebut akan digunakan untuk analisis sebagai 
berikut. 
4.2.1 Analisis Keteramatan 
Informasi yang diberikan oleh sensor gyro adalah diberikan pada (3.78) 
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚g = (𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?) (4.26) 
Karena informasi yang diberikan tidak memenuhi syarat untuk menjaga 
keteramatan badan QC 𝒚𝑏
∗ ≠ (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?), dibutuhkan Φ𝑏(𝒚𝑏
∗ ) = 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 
dengan dapat dipenuhi dengan memanfaatkan 𝑢𝑏1 = 𝑚g, yaitu resultan gaya yang 
dihasilkan oleh keempat rotor untuk menjaga ketinggian dari quadcopter. Asumsi 
ini benar karena quadcopter adalah dalam keadaan hover. Informasi ini dapat 











(sin𝜙 cos 𝜃)𝑚g 
= (sin𝜙 cos 𝜃)g 
(4.27) 
Mengetahui nilai dari ?̈? adalah cukup untuk mengetahui (𝑧, ?̇?), yaitu dengan 
menggunakan operasi integral, ?̇? = ∫ 𝑧 ̈ 𝑑𝑡 dan 𝑧 = ∫∫ ?̈? 𝑑𝑡 = ∫ ?̇? 𝑑𝑡. Sehingga 
diperoleh 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 dari 𝒚𝑏
∗  pada (4.26) sebagai berikut 












∬ (sin𝜙 cos 𝜃)g 𝑑𝑡

















Berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 tersebut, persamaan pengukuran badan QC diberikan 
oleh 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝑯𝑏g𝒙𝑏 (4.29) 
dengan 𝑯𝑏g = 𝑰8, oleh karena itu 
 𝑯𝑏g = 𝑯𝑏𝑖 = 𝑯𝑏, (4.30) 
Berdasarkan ini disusun lemma berikut.  
Lemma 3. Ketika sensor gyro yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚g, quadcopter dapat 
diamati. 
Bukti: Karena Persamaan pengukuran badan QC ketika hanya gyro yang bekerja 
adalah sama dengan ketika IMU sempurna, seperti yang diberikan pada (4.30), 
analisis untuk gyro adalah sama dengan ketika IMU sempurna, oleh karena itu 
𝑆𝑟 , 𝑆𝑏 dan 𝑆 adalah dapat diamati, sehingga quadcopter adalah dapat diamati. 
Lemma 3 terbukti 
4.2.2 Observer Quadcopter 
Realisasi observer yang dirancang berdasarkan analisis keteramatan 




Gambar 4.2 Blok diagram observer pada peran sensor gyro 
Untuk observer badan QC, berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 yang didapatkan pada (4.2), 
𝒙𝒃
∗  dapat dihitung melalui hubungan berikut 
 𝒙𝒃
∗ = 𝜷g𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 (4.31) 
dengan 𝜷g = 𝜷𝑖. Selanjutnya, proses perancangan observer quadcopter gyro adalah 
sama dengan perancangan observer IMU sempurna. Blok diagram observer 
quadcopter gyro diberikan oleh Gambar 4.2. 
4.2.3 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup 
Berdasarkan perancangan observer gyro, disusun lemma berikut. 
Lemma 4. Ketika sensor gyro yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚g, maka quadcopter loop 
tertutup 𝑆𝑡 adalah dapat dikendalikan  
Bukti: karena informasi state yang diumpankan terhadap EC dan PKR adalah 
lengkap, yaitu sama seperti pada IMU sempurna, diberikan pada (4.15) dan (4.18), 
𝑆𝑡 adalah dapat dikendalikan. Lemma 4 terbukti. 
4.2.4 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro 
Berdasarkan analisis-analisis di atas, perancangan observer dan desain 
kontroler pada DEB dan AC dapat disusun penerapannya dalam algoritma sebagai 
berikut 
Algoritma 2:  
Input: 𝑇, 𝑑𝑡, 𝒚g, 𝒙𝑏
∗𝑟 𝚯, 𝑨𝑏 , 𝑩𝑏  
Inisialisai : 𝑡 = 0, 𝒙𝑏(𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 
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While 𝑡 < 𝑇,  
%Observer 
Read 𝒚𝐠(𝑡) 
Hitung 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡) = 𝚽𝑏(𝒚𝐠(𝑡)) 





−1(𝑡)[𝑒𝑨𝑏(𝑡)𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡 − 𝑑𝑡) − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡)], 
Hitung 𝒇(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟(𝑡) = √𝒇/𝑲𝑝 
Hitung 𝒙𝑏
∗ (𝑡) = 𝜷g𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 
%DAB&EC 
% 𝒙𝑏








Hitung 𝒇𝑟(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏
𝑟(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟
𝑟(𝑡) = √𝒇𝑟 𝑲𝑝⁄  (𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 
End 
4.3 Peran Sensor Accelero 
Ketika sensor gyro adalah sensor yang bekerja, informasi yang disediakan 
diberikan pada (3.79). Informasi tersebut akan digunakan untuk analisis sebagai 
berikut. 
4.3.1 Analisis Keteramatan 
Informasi yang diberikan oleh sensor accelero adalah seperti yang 
diberikan pada (3.79) 
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑎 = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈? ) (4.32) 
Karena informasi yang diberikan tidak memenuhi syarat untuk menjaga 
keteramatan badan QC 𝒚𝑏
∗ ≠ (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?), dibutuhkan Φ𝑏(𝒚𝑏




(𝜙, 𝜃) dapat disediakan dengan memanfaatkan informasi tersebut untuk 
menghitung pergeseran (tilting) quadcopter relatif terhadap bumi [34]. Ambil data 
pengukuran accelero setelah normalisasi adalah [35] 
 1










Persamaan (4.33) dapat digunakan untuk menghitung nilai dari 𝜙 dan 𝜃 sebagai 
berikut 
 tan𝜙 = [𝑎𝑦 𝑎𝑧⁄ ] 
𝜙 = tan−1[𝑎𝑦 𝑎𝑧⁄ ] 
(4.34) 
 
tan 𝜃 = [−𝑎𝑥 (𝑎𝑦 sin𝜙 + 𝑎𝑧 cos𝜙)⁄ ] = −𝑎𝑥 √𝑎𝑦2 + 𝑎𝑧2⁄  
𝜃 = tan−1 [−𝑎𝑥 √𝑎𝑦2 + 𝑎𝑧2⁄ ] 
(4.35) 
?̇? dan ?̇? diperoleh melalui turunan, yaitu ?̇? = 𝑑𝜙 𝑑𝑡⁄  dan ?̇? = 𝑑𝜃 𝑑𝑡⁄ . (4.34)-(4.35) 
bisa dilakukan ketika kondisi berikut terpenuhi: 
• Accelero tidak mengalami percepatan 
• Sumbu-z kerangka badan quadcopter sejajar dengan bidang gravitasi bumi,  
Asumsi-asumsi ini benar karena quadcopter yang dipelajari adalah pada keadaan 
hover. Sehingga diperoleh 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 dari 𝒚𝑏
∗  pada (4.32) sebagai berikut 


















tan−1 [−𝑎𝑥 √𝑎𝑦2 + 𝑎𝑧2⁄ ]















Nol pada dua baris terakhir menunjukkan tidak tersedianya (𝜓, ?̇?). Berdasarkan 
𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 pada (4.36) disusun persamaan pengukuran badan QC sebagai berikut 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝑯𝑏𝑎𝒙𝑏 (4.37) 
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dengan 𝑯𝑏𝑎 = [
𝑰6×6 𝟎6×2
𝟎2×6 𝟎2×2
]. Karena 𝑯𝑏𝑎 ≠ 𝑯𝑏, 𝑯𝑏𝑎 dapat ditulis ulang sebagai 
 𝑯𝑏𝑎 = 𝑯𝑏
∗ = 𝜹𝑏𝑯𝑏 (4.38) 
Kegagalan terjadi pada 𝑘 = 7, 8. Berdasarkan ini disusun lemma berikut.  
Lemma 5. Ketika sensor accelero yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑎 quadcopter tidak 
dapat diamati, tetapi keteramatan rotor tetap terjaga. 
Bukti: Persamaan pengukuran badan QC yang diberikan pada (4.38) diubah ke 












−1/𝐾𝑡𝑥 −1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0










∗  dapat dibagi ke dalam dua bagian, dengan tiap bagian berhubungan dengan nilai 













−1/𝐾𝑡𝑥 ⋮ −1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0 0 0 0
1 ⋮ 0 0 0 0 0 0 0
0 ⋮ 0 1 0 0 0 0 0
0 ⋮ 0 0 1 0 0 0 0
0 ⋮ 0 0 0 1 0 0 0
0 ⋮ 0 0 0 0 1 0 0
0 ⋮ 0 0 0 0 0 0 0










Kolom terakhir untuk tiap pasangan Blok Jordan pada ?̂?𝑏𝜆(2−8)𝑨𝑏











−1/𝐾𝑡𝑥 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0












adalah bergantung secara linear, karena terdapat kolom nol. Oleh karena itu badan 
QC 𝑆𝑏 adalah tidak dapat diamati. 
Untuk menjaga keteramatan rotor QC, dibutuhkan fungsi yang diberikan 
pada (3.93) yaitu 
 𝚽𝑏: 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 → 𝒚𝑟 (4.42) 
dengan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 pada (4.36), 𝒚𝑟 dapat dihitung menggunakan (3.94) sebagai berikut 
 





−1 (𝑒𝑨𝑏,𝑡1𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏.𝑡0 − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏.𝑡1) 
(4.43) 
Baris terakhir, 𝑘 = 4 pada 𝒚𝑟 adalah nol, yaitu tidak tersedia oleh pengukuran. Oleh 
karena itu ditulis sebagai 
 𝒚𝑟
∗ = 𝜹𝑟𝒚𝑟 (4.44) 


















0 −𝑙 0 𝑙
−𝑙 0 𝑙 0











∗  (4.46) 
Karena tiap kolom pada ?̂?𝑟
∗  adalah tidak nol, 𝑆𝑟 adalah dapat diamati.  
Berdasarkan (4.46) dan (4.39), persamaan pengukuran augmentasi 
quadcopter 𝑆 mengalami perubahan dan disusun sebagai berikut. 














dengan ?̂?𝑏 dan ?̂?𝑟




















0 0 0 0
0 𝑡2𝑙
2/𝐼𝑥 0 − 𝑡4𝑙
2 𝐼𝑥⁄
0 0 0 0
𝑡1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 − 𝑡3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0











Substitusikan (4.46) dan (4.48) ke dalam (3.56) didapatkan 























0 0 0 0
0 𝑡2𝑙
2/𝐼𝑥 0 − 𝑡4𝑙
2 𝐼𝑥⁄
0 0 0 0
𝑡1𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 − 𝑡3𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0










∗𝛄 berhubungan dengan 𝜆𝑗𝑨𝑟 , 𝑗 = 1, 2, 3, 4 di ?̂? pada (3.58). 
Karena tidak ada kolom nol, ?̂?𝑟 pada ?̂? dapat diamati. Sedangkan tiap kolom ?̂?𝑏
∗𝛄 
berhubungan dengan 𝜆𝑖𝑨𝑏 , 𝑖 = 1, 2, … , 8 di ?̂? pada (3.58) dan telah ditunjukkan 
tidak memenuhi syarat keteramatan, oleh karena itu ?̂?𝑏 pada ?̂? tidak dapat diamati. 
Walaupun ?̂?𝑟 dapat diamati dan ?̂?𝑏 tidak dapat diamati, oleh karena itu ?̂? tidak dapat 
diamati. Lemma 5 terbukti. 
4.3.2 Observer Quadcopter 
 Realisasi observer yang dirancang berdasarkan analisis keteramatan 
diberikan sebagai berikut. 
Untuk observer badan, berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 yang didapatkan pada (4.36), 𝒙𝒃
∗  dapat 
dihitung melalui hubungan berikut 
 𝒙𝒃




1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
] (4.52) 
Baris terakhir pada 𝒙𝒃
∗  tidak dapat dihitung, yaitu 𝒙𝑏𝑘
∗ = {0}, 𝑘 = 4.  
Berdasarkan hasil analisis, rotor dapat diamati karena adanya 
𝚽𝑟(𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏) = 𝒚𝑟 seperti hasil analisis. Oleh karena itu observer rotor yang 




Gambar 4.3 Blok diagram observer pada peran sensor accelero 
𝒚𝑟 yang dihasilkan pada (4.43) diolah untuk menghasilkan 𝒙𝑟 melalui 
(3.16), yaitu dengan menyelesaikan (3.14) dan (3.10) secara berurutan sebagaimana 
yang diberikan pada (3.74) dan (3.75), sebagai berikut. 
𝒚𝑟 yang dihasilkan adalah tidak lengkap dan diberikan pada (4.44), 
substitusikan terhadap (3.14) sebagai berikut 
 𝜹𝑟𝒚𝑟 = 𝚯𝒇 
𝚯−𝟏𝜹𝑟𝒚𝑟 = 𝚯
−𝟏𝚯𝒇 
𝒇 = 𝚯−𝟏𝜹𝑟𝒚𝑟 
(4.53) 
State rotor 𝒙𝑟 didapatkan dengan menyelesaikan (3.10) sebagai berikut 
 𝒇 = 𝑲𝑑(𝒙𝑟)
2 
𝒙𝑟 = ±√𝑲𝑑




Blok diagram Observer berdasarkan sensor accelero diberikan oleh Gambar 4.3. 
4.3.3 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup 
Berdasarkan perancangan observer sensor, informasi state yang 
diumpankan terhadap PKR adalah lengkap sedangkan terhadap EC adalah tidak 
lengkap, seperti yang diberikan pada  (4.54) dan (4.51). Oleh karena itu disusun 
lemma berikut 
Lemma 6. Ketika sensor accelero yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑎, maka quadcopter 
loop tertutup 𝑆𝑡 adalah tidak dapat dikendalikan  
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Bukti: Dengan informasi umpan balik rotor (4.54), loop tertutup rotor adalah dapat 
dikendalikan seperti yang ditunjukkan pada (3.96), sedangkan umpan balik badan 
yang diberikan pada (4.51) adalah tidak lengkap, oleh karena itu matriks input 
















1 𝑚⁄ 0 0 0
1 𝑚⁄ 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0











∗  dapat dibagi ke dalam dua bagian, dengan tiap bagian berhubungan dengan nilai 



















1 𝑚⁄ 0 0 0
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
1 𝑚⁄ 0 0 0
0 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0










dengan baris terakhir untuk tiap pasangan Blok Jordan pada ?̂?𝑏𝜆(2−8)𝑨𝑏




1 𝑚⁄ 0 0 0
0 1 𝐼𝑥⁄ 0 0
0 0 1 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0
] (4.57) 
adalah bergantung secara linear, karena terdapat baris nol. Oleh karena itu badan 
quadcopter 𝑆𝑏 adalah tidak dapat dikendalikan. 
Ketika sistem rotor 𝑆𝑟 dan badan 𝑆𝑏 tersebut terhubung, maka berdasarkan 
























Karena 𝑹𝑟𝑒𝑘 = 𝜹𝒃
+ sedangkan ?̂?𝑏 dan ?̂?𝒓 berurutan diberikan pada (3.45) dan 

























0 0 0 0
−𝐾𝑝𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑝𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0











∗  pada (4.57) berhubungan dengan 𝜆𝑗𝑨𝑟 , 𝑗 = 1, . . , 4 di ?̂? pada (3.58). 
Karena tidak ada baris nol, ?̂?𝑟 pada ?̂? tetap dapat dikendalikan. Sedangkan −𝛄?̂?𝑟 
pada (4.57) berhubungan dengan 𝜆𝑖𝑨𝑏 , 𝑖 = 1, . . , 8, di ?̂? pada (3.58) dan dapat dibagi 
menjadi dua bagian berdasarkan nilai 𝜆𝑖𝑨𝑏 yang berbeda, yaitu 𝜆1𝑨𝑏 dan 𝜆2𝑨𝑏 =
































0 0 0 0
−𝐾𝑝𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑝𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0
0 0 0 0













 untuk tiap pasangan Blok Jordan 𝜆(2−8)𝑨𝑏  di ?̂? pada 

















2 𝐼𝑦⁄ 0 𝐾𝑝𝑙
2 𝐼𝑦⁄ 0








adalah bergantung secara linear, oleh karena itu ?̂?𝑏 pada ?̂? tidak dapat dikendalikan. 
Walaupun ?̂?𝑟 dapat dikendalikan dan ?̂?𝑏 tidak dapat dikendalikan. Walaupun 𝑆𝑟 
dapat dikendalikan, tapi ∄𝒙𝑏𝑘
∗ = {0}, 𝑘 = 4 sehingga 𝑆𝑏 tidak dapat dikendalikan 
begitu juga 𝑆, oleh karena itu 𝑆𝑡 tidak dapat dikendalikan. Lemma 6 terbukti. 
4.3.4 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro 
Berdasarkan analisis-analisis di atas perancangan observer dan desain 
kontroler pada DEB dan AC dapat disusun penerapannya dalam algoritma sebagai 
berikut 
Algoritma 3:  
Input: 𝑇, 𝑑𝑡, 𝒚g, 𝒙𝑏
∗𝑟 𝚯, 𝑨𝑏 , 𝑩𝑏  
Inisialisai : 𝑡 = 0, 𝒙𝑏(𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 
While 𝑡 < 𝑇,  
%Observer 
Read 𝒚𝐠(𝑡) 
Hitung 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡) = 𝚽𝑏(𝒚𝐠(𝑡)) 





−1(𝑡)[𝑒𝑨𝑏(𝑡)𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡 − 𝑑𝑡) − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡)], 
Hitung 𝒇(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟(𝑡) = √𝒇/𝑲𝑝 
Hitung 𝒙𝑏









Hitung 𝒇𝑟(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏
𝑟(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟
𝑟(𝑡) = √𝒇𝑟 𝑲𝑝⁄  (𝑡) 






















PERAN GPS PADA KETERAMATAN DAN 
KETERKENDALIAN SISTEM QUADCOPTER 
Pada bagian ini, akan dibahas mengenai analisis keteramatan dan 
keterkendalian dari sistem quadcopter dengan hanya GPS-receiver yang 
dipertimbangkan sebagai sensor yang digunakan atau dipasang pada badan 
quadcopter. Analisis terdiri dari dua bagian, yaitu analisis keteramatan dan analisis 
keterkendalian loop tertutup. 
5.1 Peran GPS-receiver 
Ketika GPS-receiver adalah sensor yang bekerja, informasi yang 
disediakan diberikan pada (3.65). Informasi tersebut akan digunakan untuk analisis 
sebagai berikut. 
5.1.1 Analisis Keteramatan 
Informasi yang diberikan oleh sensor accelero adalah seperti yang 
diberikan pada (3.65) 
 𝒚𝑏
∗ = 𝒚g = (𝑥, ?̇?, ?̈?, 𝑦, ?̇?, ?̈?, 𝑧, ?̇?, ?̈? ) (5.1) 
Karena informasi yang diberikan tidak memenuhi syarat untuk menjaga 
keteramatan badan quadcopter 𝒚𝑏
∗ ≠ (𝑧, ?̇?, 𝜙, ?̇?, 𝜃, ?̇?, 𝜓, ?̇?), dibutuhkan Φ𝑏(𝒚𝑏
∗ ) =
𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 sebagai berikut. 
Informasi state yang lain, yaitu (𝜙, 𝜃) didapatkan melalui hubungan 

















] 𝑢𝑏1) (5.2) 
Persamaan di atas dapat diselesaikan secara analitis dengan menambahkan asumsi 
bahwa heading quadcopter, 𝜓, selalu diketahui. Asumsi ini benar ketika GPS-
receiver adalah multi-antena atau terdapat dua GPS-receiver pada badan quadcopter 
seperti yang diberikan pada [36]. Sehingga (5.2) dapat diselesaikan sebagai berikut. 
Ambil 𝐶𝜓 = 𝑎 dan 𝑆𝜓 = 𝑏, dan 𝑢𝑏1 ≈ 𝑚g. Persamaan (5.2)  dapat 



































 g2𝑎𝑏 sin𝜙 = ?̈? 
𝜙 = sin−1(?̈? 2g𝑎𝑏⁄ ) 
(5.4) 
g𝑎 sin 𝜃 cos𝜙 = ?̈? 
sin 𝜃 =
?̈?
g cos(sin−1(sin−1(?̈? 2g𝑎𝑏⁄ )))
 
𝜃 = sin−1 (
?̈?
g cos(sin−1(sin−1(?̈? 2g𝑎𝑏⁄ )))
) 
(5.5) 
?̇?, ?̇? dan ?̇? diperoleh melalui turunan yaitu ?̇? = 𝑑𝜙 𝑑𝑡⁄ , ?̇? = 𝑑𝜃 𝑑𝑡⁄  dan ?̇? =
𝑑𝜓 𝑑𝑡⁄ . Sehingga diperoleh 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 dari 𝒚𝑏

















sin−1(?̈? g cos(sin−1(sin−1(?̈? 2g𝑎𝑏⁄ )))⁄ )













Berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏, persamaan pengukuran badan diberikan oleh 
 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 = 𝑯𝑏𝑠𝒙𝑏 (5.7) 
dengan 𝑯𝑏s = 𝑰8, oleh karena itu 
 𝑯𝑏𝑠 = 𝑯𝑏𝑖 = 𝑯𝑏 (5.8) 
Berdasarkan ini disusun lemma berikut.  
Lemma 7. Ketika GPS-receiver yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑠, quadcopter dapat 
diamati. 
Bukti: Karena Persamaan pengukuran badan quadcopter ketika hanya GPS-receiver 
yang bekerja adalah sama dengan ketika IMU sempurna, seperti yang diberikan 
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pada (5.8), analisis untuk gyro adalah sama dengan ketika IMU sempurna, oleh 
karena itu 𝑆𝑟 , 𝑆𝑏 dan 𝑆 adalah dapat diamati, sehingga quadcopter adalah dapat 
diamati. Lemma 7 terbukti 
5.1.2 Observer Quadcopter 
Realisasi observer yang dirancang berdasarkan analisis keteramatan 
diberikan sebagai berikut.  
Untuk observer badan, berdasarkan 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 yang didapatkan pada (5.6), 𝒙𝒃
∗  
dapat dihitung melalui hubungan berikut 
 𝒙𝒃
∗ = 𝜷𝒔𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 (5.9) 
dengan 𝜷s = 𝜷𝑖. Selanjutnya, proses perancangan observer quadcopter GPS-
receiver adalah sama dengan perancangan observer IMU sempurna. Blok diagram 
observer quadcopter GPS-receiver diberikan oleh Gambar 5.1. 
5.1.3 Analisis Keterkendalian Loop Tertutup 
Berdasarkan perancangan observer GPS-receiver, disusun lemma berikut. 
Lemma 8. Ketika GPS-receiver yang bekerja, yaitu 𝒚𝑏
∗ = 𝒚𝑠, maka quadcopter 
loop tertutup 𝑆𝑡 adalah dapat dikendalikan  
Bukti: karena informasi state yang diumpankan terhadap EC dan PKR adalah 
lengkap, yaitu sama seperti pada IMU sempurna, diberikan pada (4.15) dan (4.18), 
𝑆𝑡 adalah dapat dikendalikan. Lemma 8 terbukti. 
 
Gambar 5.1 Blok diagram observer pada peran GPS-receiver 
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5.1.4 Algoritma Penerapan Peran Sensor Gyro 
Berdasarkan analisis-analisis di atas perancangan observer dan desain 
kontroler pada DEB dan AC dapat disusun penerapannya dalam algoritma sebagai 
berikut 
Algoritma 4:  
Input: 𝑇, 𝑑𝑡, 𝒚g, 𝒙𝑏
∗𝑟 𝚯, 𝑨𝑏 , 𝑩𝑏  
Inisialisai : 𝑡 = 0, 𝒙𝑏(𝑡) 
𝑡 = 𝑡 + 𝑑𝑡 
While 𝑡 < 𝑇,  
%Observer 
Read 𝒚𝐠(𝑡) 
Hitung 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡) = 𝚽𝑏(𝒚𝐠(𝑡)) 





−1(𝑡)[𝑒𝑨𝑏(𝑡)𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡 − 𝑑𝑡) − 𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏(𝑡)], 
Hitung 𝒇(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟(𝑡) = √𝒇/𝑲𝑝 
Hitung 𝒙𝑏
∗ (𝑡) = 𝜷s𝒚𝑚𝑖𝑛𝑏 
%DAB&EC 
% 𝒙𝑏








Hitung 𝒇𝑟(𝑡) = 𝚯−𝟏𝒖𝑏
𝑟(𝑡) 
Hitung 𝒙𝑟
𝑟(𝑡) = √𝒇𝑟 𝑲𝑝⁄  (𝑡) 








Untuk memvalidasi hasil teoritis, yaitu beberapa lemma yang telah 
dihasilkan pada bab-bab sebelumnya, dilakukan beberapa simulasi berdasarkan 
semua kondisi atau variasi kerusakan sensor. Beberapa parameter quadcopter yang 
digunakan untuk untuk simulasi sebagian diambil dari [15] seperti yang diberikan 
pada Tabel 6.1. 
Tabel 6.1 Parameter simulasi quadcopter 
No. Parameter Satuan Nilai 
1 g m/s2 9.81 
2 m Kg 1.5 




5 l m 0.2 
6 d m 1.7783 
8 𝐾𝑑 Ns
2 1.3678.10-5 
9 𝐾𝑡𝑥 N/m/s 6.543.10
-5 
 
6.1 Validasi Hasil analisis peran sensor IMU 
Subbab ini memuat hasil simulasi dari sensor IMU, yaitu ketika 
• IMU sempurna 
• Sensor gyro yang bekerja 
• Sensor accelero yang bekerja 
• GPS-receiver yang bekerja 
Analisis yang dilakukan terhadap IMU sumpurna dan sensor gyro 
menghasilkan kesimpulan yang sama. Oleh karena itu simulasi untuk kedua kondisi 
tersebut menjadi satu. 
6.1.1 Peran IMU Sempurna dan Sensor Gyro 
Simulasi pertama adalah ketika IMU sempurna atau sensor gyro yang 
digunakan. Parameter uji yang digunakan diberikan pada Tabel 6.2. Gain  
𝑲𝑏 dan 𝑲𝑝 dipilih supaya respons sistem relatif cepat dan stabil. Sinyal referensi 
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sudut Euler berupa nilai periodik dengan periode 5 detik. Sedangkan ketinggian 
hover dari quadcopter dijaga pada 20 m. 




Satuan Nilai Periode 
1 𝐾𝑏1 
𝐾𝑏𝑝 - 3 - 
𝐾𝑏𝑖 - 2 - 




𝐾𝑏𝑝 - 0.2 - 
𝐾𝑏𝑖 - 0.01 - 




𝐾𝑝𝑝 - 1000 - 
𝐾𝑝𝑖 - 100 - 
𝐾𝑝𝑑 - 0 - 
4 𝑧𝑟 m 20 - 
5 𝜙𝑟 rad [0.02 0] 5 detik 
6 𝜃𝑟 rad [-0.02 0 0.02] 5 detik 
7 𝜓𝑟 rad [0.03 0] 5 detik 
Respons sistem untuk sudut euler diberikan pada Gambar 6.1. Pada 
respons sudut roll, 𝜙, walaupun di awal perpindahan nilai terdapat overshoot, 
respons sistem langsung stabil dan menuju nilai yang diinginkan, menandakan 
bahwa umpan balik dari observer yang dirancang berdasarkan analisis adalah 






Gambar 6.1 Respon sudut euler untuk IMU sempurna atau sensor gyro  
 
Gambar 6.2 Hasil perhitungan state rotor 
Hasil perbandingan state-state rotor sesungguhnya dan hasil perhitungan 
dari observer diberikan pada Gambar 6.2. Dikarenakan kedua grafik tersebut 
bertumpuk, yang dapat dilihat pada gambar hanya satu grafik, yaitu grafik respons 
state rotor yang sesungguhnya. Hasil ini menunjukkan bahwa algoritma yang 
disusun dapat menghitung state-state rotor. 
6.1.2 Peran Sensor Sccelero 
Simulasi yang kedua adalah ketika sensor gyro yang digunakan. Prosedur 
adalah mirip dengan yang dilakukan pada IMU sempurna atau sensor gyro 









Gambar 6.3 Respons sudut Euler untuk sensor accelero 
ketika senseor acclero digunakan tidak tersedia untuk diumpan balikkan. Parameter 
uji yang digunakan diberikan pada Tabel 6.3.  
Tabel 6.3 Parameter uji simulasi sensor accelero 
No. Parameter / 
Sinyal Referensi 
Satuan Nilai Periode 
1 𝐾𝑏1 
𝐾𝑏𝑝 - 3 - 
𝐾𝑏𝑖 - 2 - 
𝐾𝑏𝑑 - 2.1 - 
2 𝐾𝑏2 = ⋯ = 𝐾𝑏4 
𝐾𝑏𝑝 - 0.2 - 
𝐾𝑏𝑖 - 0.01 - 
𝐾𝑏𝑑 - 0.2 - 
3 𝐾𝑝1 = ⋯ = 𝐾𝑝4 
𝐾𝑝𝑝 - 1000 - 
𝐾𝑝𝑖 - 100 - 
𝐾𝑝𝑑 - 0 - 
4 𝑧𝑟 m 20 - 
5 𝜙𝑟 rad [0 0.03] 5 detik 
6 𝜃𝑟 rad [0.02 0 -0.02] 5 detik 
Respons sistem untuk sudut euler diberikan pada Gambar 6.3. Pada 
respons sudut roll, 𝜙, respons sistem stabil dan menuju nilai yang diinginkan, 




Gambar 6.4 Hasil perhitungan state rotor 
adalah berhasil. Begitu juga untuk sudut pitch dan yaw, 𝜃 dan 𝜓. Oleh karena itu 
lemma 5-6 tervalidasi. Sedangkan hasil perbandingan state-state rotor 
sesungguhnya dan hasil perhitungan dari observer diberikan pada Gambar 6.4 Hasil 
simulasi menunjukkan bahwa algoritma yang diajukan mampu menghitung state-
state rotor yang sesuai. 
6.2 Validasi Hasil analisis peran sensor GPS 
Simulasi yang dilakukan pada GPS-receiver adalah mirip dengan yang 
dilakukan pada IMU sempurna dan sensor gyro. Parameter uji yang digunakan 
diberikan pada Tabel 6.3. Respon sistem diberikan pada Gambar 6.5. Pada respons 
sudut roll, 𝜙, respons sistem stabil dan menuju nilai yang diinginkan, menandakan 
bahwa umpan balik dari observer yang dirancang berdasarkan analisis adalah 
berhasil. Begitu juga untuk sudut pitch dan yaw, 𝜃 dan 𝜓. Oleh karena itu lemma 







Sedangkan hasil perbandingan state-state rotor sesungguhnya dan hasil 
perhitungan dari observer diberikan pada Gambar 6.6. Hasil simulasi menunjukkan 
bahwa algoritma yang diajukan mampu menghitung state-state rotor yang sesuai. 




Satuan Nilai Periode 
1 𝐾𝑏1 
𝐾𝑏𝑝 - 3 - 
𝐾𝑏𝑖 - 2 - 




𝐾𝑏𝑝 - 0.2 - 
𝐾𝑏𝑖 - 0.01 - 




𝐾𝑝𝑝 - 1000 - 
𝐾𝑝𝑖 - 100 - 
𝐾𝑝𝑑 - 0 - 
4 𝑧𝑟 m 20 - 
5 𝜙𝑟 rad [0.04 0] 10 detik 
6 𝜃𝑟 rad [-0.02 0 -0.02] 10 detik 
7 𝜓𝑟 rad [0 0.03] 10 detik 
 



























Kami telah mempresentasikan keterkendalian dan keteramatan quadcopter 
di bawah berbagai variasi kegagalan sensor dengan memasukkan dinamika rotor. 
Pertama, dinamika sistem kaskade quadcopter telah diturunkan. Kedua, variasi 
kegagalan IMU dan GPS telah dipertimbangkan. Keterkendalian sistem loop 
tertutup tidak dipengaruhi oleh kegagalan sensor, sedangkan Keterkendalian sistem 
loop terbuka adalah terpengaruh, ini dikarenakan keterkendalian sistem loop 
tertutup bergantung pada state-state yang dapat diumpan balikkan. Sementara 
keteramatan sistem sangat dipengaruhi oleh kegagalan sensor. Dalam beberapa 
variasi kegagalan sensor yang telah dipertimbangkan tersebut, rotor selalu dapat 
diamati. Keteramatan sistem dapat dipertahankan di bawah kegagalan sensor 
accelero dan tidak adanya sensor rotor. Simulasi menunjukkan keakuratan metode 
yang diusulkan. 
Saran untuk pengembangan penelitian selanjutnya diberikan pada poin-
poin berikut 
• Analisis dilakukan pada bentuk nonlinear quadcopter 
• Terdapat noise pengukuran 
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